2 - Algebra linear Pesquisa Operacional

CAPITULO 2

ALGEBRA LINEAR

Ao longo do curso de pesguisa operacional, conceitos matemdticos como matrizes e vetores sdo
largamente utilizados. Este capitulo tem como objetivo apresentar uma revisdo desses fundamentos
mateméticos, de modo que o curso possa ser compreendido.

2.1 Vetores
Um vetor € um conjunto de nimeros, que pode ser escrito como

p= (pl, P2 ..., pn)

O vetor p € um vetor de dimensdo n, ou sga, possui n elementos. Vetores sdo geralmente
representadas por letras minUsculas em negrito, e seus elementos sdo geralmente representados por
letras mindsculas com um subscrito. A letra usada para os elementos é normamente a mesma letra
utilizada para o vetor. O subscrito representa o indice do elemento no vetor. Por exemplo, p; € 0
segundo elemento do vetor. A notacdo p;indica o i-ésimo elemento do vetor.

2.1.1 Soma e subtracéo de vetores

Dois vetores podem ser adicionados se e somente se eles tiverem a mesma dimensdo. Para somar dois
vetores, basta somar individualmente cada elemento deles. O vetor resultante sera da mesma dimensao
do vetores originais. Simbolicamente, temos que, ser =p + q, entdo ri= p; + q;, paratodo .

Dados os vetores
p=(4517) q=(1-23,-4) r=(1,54

temos que:

v p+q=(53473);

v ndo é possivel computar p +r,nemq +r, vistoquep eq sdo de42dimensdo er éde 32
Um vetor pode ser multiplicado por um escalar, multiplicando-se cada elemento do vetor por este
escalar. Por exemplo,

2(1,3,-2=(2,6,-4)
Subtracdo entre dois vetores é equivaente a somar 0 primeiro com o produto do segundo pelo escalar
-1. Entdo s-t = s+ (-t). Por exemplo.
(1,4,3)-(0,2,-1)=(1,4,3) +(0,-2, 1) = (1, 2, 4)

2.1.2 Vetores LD e LI

Um conjunto de vetores p1, pa2, -.. , Pn, € dito linearmente independente (L1) se e somente se, para todo
q;red,

é. iPj =0

j=1
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implicaquetodo g ; = 0, onde q ; sGo quantidades escalares. Se
aap, =0
i=1

paraalgumq;* O, os vetores sd0 ditos linearmente dependentes (LD). Por exemplo, os vetores

P1= (1’ 2) P2 = (21 4)
sdo linearmente dependentes, jaque existeq 1 =2 e, =-1 paraos quais

gip1+q2p2=0.

2.2 Matrizes
Uma matriz € um conjunto retangular de nimeros, que pode ser escrito como
& a - - - 9
(;8.21 Ay .. . Ay
¢C. .. N
A=¢ -
G i
éaml a'mn a'mn B

A matriz A é uma matriz de ordem m x n, ou sgja, possui m linha e n colunas. Matrizes sdo geralmente
representadas por letras mailsculas em negrito, e seus elementos sdo geralmente representados por
letras minUsculas com dois subscritos. A letra usada para os el ementos é normamente a mesma letra
utilizada para a matriz. Os subscritos representam respectivamente a linha e a coluna ocupadas pelo
elemento na matriz. Por exemplo, ay3 € 0 elemento localizado na segunda linha e na terceira coluna da
matriz. A notag&o a; indica o elemento localizado nai-ésimalinha e naj-ésima coluna da matriz.

Duas matrizes A e B sdo iguais se a; = bjj paraqualquer i e . Paraisso, & necessario que as matrizes A
e B sgam de mesma ordem, ou sgja, tenham 0 mesmo numero de linhas e 0 mesmo ndimero de
colunas.

2.2.1 Soma e subtracdo de matrizes

Duas matrizes podem ser adicionadas se e somente se elas forem da mesma ordem. Para somar duas
matrizes, basta somar individualmente cada elemento delas. A matriz resultante sera da mesma ordem
das matrizes originais. Simbolicamente, temos que, se C = A + B, ent8o ¢; = g;; + bjj, paratodo i ej.

Dadas as matrizes

e 5 1 70 ad -2 3 -4¢
A=¢5 2 0 11 B=¢2 1 2 0-
&1 3 2 45 %4 0 1 -55
e 5 1 70 d 5 40
C=¢5 2 0 15 D=¢2 -7 o0-
&1 3 2 44 2 1 35
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temos que:
v’ asmatrizes A e C sdoiguais;

® 3 4 390
v A+B=¢{7 3 2 1%
&3 3 3 -1y

v ndo é possivel computar A + D, nemB + D, visoque A eB sao3x4eD é3x 3.

Uma matriz pode ser multiplicada por um escalar, multiplicando-se cada elemento da matriz por este

escalar. Por exemplo,
el 30 2 60
2 == .
E-z Oy §-4 Og

Subtracdo entre duas matrizes é equivalente a somar a primeira com o produto da segunda pelo escalar
-1. Ent&o E - F = E + (-F). Por exemplo.

el 40 0 20¢_el 4Q+ae0 26 @l 20
g—Z OE gl -1g_g-2 OE g-l 13— 3 15.

2.2.2 Produto de matrizes

O produto de duas matrizes somente pode ser efetuado se 0 nimero de colunas da matriz a esquerda
for igual a0 nimero de linhas da matriz a direita. O produto de matrizes €, em geral, ndo comutativo,
ou sgja, dadas duas matrizes A e B e seu produto, AB, o produto BA pode ndo exigtir e, se existe, pode
ndo ser igual a AB. O produto de duas matrizes tem o nimero de linhas da matriz & esquerda e o
ndmero de colunas da matriz a direita. Ou sgja, sendo C = AB,seAémxneB énxp, Cémxp.

Os elementos da matriz resultante sdo cal culados através do somatério dos produtos de elementos das
duas matrizes. Especificamente, c; é calculado por a1 by + &2 by + ... + ain by, onde n é o nimero de
colunas de A e delinhas de B.

Exemplos:
Aa 1 06
Ad 2 -1o C +
1. A= : B=¢2 -1 1-
& 1 35 I
&1 2 3
A -3 -10
AB = = (BA néo existe)
7 7 10
el -20
2 - 14 =
2 A= 2 B=g-1 1-
2 1 34 81 3=
2
23 0 -70
pp=F 2 730 BA =¢ +
= = =¢1 -1 4=
g4 65 €7 5 8%
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Note que no primeiro exemplo existe apenas o produto AB, ndo sendo possivel efetuar o produto BA.
No segundo exemplo, apesar de ser possivel efetuar os dois produtos, as matrizes resultantes ndo sdo
iguais, ndo sendo sequer do mesmo tipo.

2.2.3 Matrizes especiais

Matriz quadrada

Uma matriz quadrada tem o mesmo nimero de linhas e de colunas. A ordem de uma matriz quadrada €
0 seu humero de linhas (ou de colunas).

Exemplos: matrizes 2 x 2 (22 ordem), 3 x 3 (32 ordem), n x n (n-ésima ordem).

Matriz nula
Uma matriz nula possui zeros em todos 0s seus el ementos.
20
a® 0 00 ¢cO 0+
Exemplos: o -
go 0 0y S0 07
0 Oy

A matriz nula é equivalente ao zero para adi¢do em algebra escalar, ou sgja, se B € uma matriz nula de
mesmotipode A, entito A+ B =B + A =A.

Matriz identidade

Uma matriz identidade, denotada por |, € uma matriz quadrada onde sua diagonal principal € composta
de 1's e todos 0s outros elementos sdo zero.

0 0 00

ada 0 O(jgé 9
Exemplos: QO 1 0: ¢0 10 O?
& 'S 0 1 0F

0 0 1 +
: ‘Z‘go 0 15

o O

A matriz identidade € equiva ente ao um para produto em dgebra escalar, ou sgja, Al = A.

Matriz transposta

A transposta de uma matriz € a matriz obtida pela troca das linhas pelas colunas da matriz original, de
modo que a coluna j da matriz original passe a ser alinhaj da matriz transposta e a linha i da matriz
origina passe a ser a coluna i da matriz transposta. A transposta de uma matriz A é indicada pela
notacdo A ou A",

&l 20

2 - 18 *

Exemplos: A :aé_ 8 AT :g 2 1-
213y g o

- 2

A transposta de uma matriz m x n serd sempre umamatriz n x m.
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Matriz simétrica

Uma matriz é dita simétrica se ela for igua a sua transposta. Ou sgja, uma matriz A, simétrica, é
necessariamente quadrada e a;; = &;;.

& 5 19

- 106 =

Exemplos A= A" :gfll ,2. B8 =¢5 -7 0:
e 1 0 35

Matriz anti-simétrica

Uma matriz é dita anti-simétrica se ela for simétrica & sua transposta, isto é A = - A". Ou sgja, uma
matriz A, simétrica, € necessariamente quadrada e a; = - g;. Os elementos da diagona principal de
uma matriz anti-simétrica séo necessariamente nulos.

&0 -5 1o

16 0
Exemplos:A:-AT:g?o1 Og,B:-BT:ES 0 0:
e &1 0 0g

2.2.4 A inversa de uma matriz

A operacdo de divisdo ndo é definida em algebra matricial. Entretanto, para certas matrizes quadradas
existe outra (Unica) matriz quadrada de mesma ordem que o produto das duas matrizes € a matriz
identidade. Esta matriz é chamada de matriz inversa da primeira matriz. A inversa de uma matriz é
designada pelo expoente - 1.

a2

2 .
Exemplo: A =g O ps=®2 730 pptopipc

25 -1 24

2.3 Sistemas de Equacdes Lineares

Tanto as linhas quanto as colunas de uma matriz podem ser tratadas por vetores. Um vetor pode ser
considerado uma matriz de uma unica linha, ou uma Unica coluna. Quando um vetor é considerado
uma matriz com uma Unica linha, € chamado vetor linha. Quando é uma matriz de uma Unica coluna, é
chamado de vetor coluna. Um vetor coluna serd representado da mesma forma que um vetor
convencional, ou sgja, uma letra mindscula em negrito (p, g, r). Quando for o caso de um vetor linha,
ele seré representado como um vetor transposto (p', ', r').

Suponha o seguinte sistema de equagdes lineares:
2X1-X%X =7
-X1+4%=0
Este sistema pode ser representado na forma matricial por
22 -1t 0_ado
g' 1 4 gxz 3_ 03

ou
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ondeA:Ee2 <,
-1 45

b= Eig ex= g:l 2
2@
O vetor colunax € o vetor solucdo do sistema de equagdes e pode ser cal culado por
x=A"b.
Para a solucéo de um sistema de equaces lineares, sdo propostos alguns métodos.

2.3.1 Método algébrico por adicédo

Pelo menos uma das equacdes deve ser multiplicada por um escalar real, de modo que, apds a soma
das equacdes, apenas uma das variaveis sgja efetivamente a incdgnita do problema. Por exemplo,

4 x; + 8%, =160
6 X1 +4 % =120
Multiplicando a segunda equacéo por (-2), temos
4x; + 8%, =160
-12 X1 - 8 %, =-240
Somando as duas equagdes, chega-se a:
-8 x1=-80

Dai, calcula-se facilmente o valor de x; e, substituindo este valor em qualquer uma das equactes
acima, calcula-se o valor de x,.

X1 = 10
Xo =15

2.3.2 Método algébrico por substituicao

Isola-se uma das varidveis em uma das equacdes, substituindo-se a relacéo obtida na outra equacéo.
Por exemplo,

4x; + 8% =160
6 X1 +4 % =120
Manipulando a primeira equacdo, temos que
_160- 8x, _ 20- 2x,
Substituindo x; na segunda equagéo,
6(40-2x2) +4x =120
Resolvendo a equacéo algebricamente, e aplicando o valor de x, encontrado na primeira equagao
240- 12 %, + 4 %, =120
-8 x,=-120
X2 =15
X1 =10
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2.3.3 Método de Gauss-Jordan

Consiste da derivacdo de um sistema especifico de equactes lineares que tenha a mesma solucdo que o
sistema origina. Este novo sistema devera ter o formato de uma matriz identidade, o que pode ser
obtido através de combinacOes lineares das equacfes originais. Assim, pretende-se que

4x1+8x =160 ® 1x+0x:=a
6 X1 +4 % =120 Oxp+1x=Db
S80 permitidas as seguintes transformagoes lineares:

Trocade linhas
Multiplicagéo da linha por um escalar
Soma de uma linha multiplicada por um escalar auma outra linha

Notacéo:
Lo« L trocadaslinhasn em;
Ln- KkLp multiplicagdo dalinhan pelo escalar k;

Ln- LnatkL soma da linha m multiplicada pelo escalar k alinhan.

Para resolver o exemplo acima, sdo seguidos 0s seguintes passos.
1. Ly- Li/4(divisdodalinhal por 4) - transformagéo do coeficiente de x; na equacdo 1 para 1.
X1+ 2% =40
6 X1 +4 % =120

2. Lo~ Ly-6L; (subtragcdo dalinha 2 pelalinha 1 multiplicada por 6) - transformac&o do coeficiente
de x; naequagdo 2 para 0.

X1+ 2% =40
0x-8x=-120
3. Lo~ -L,/8(divisdo dalinha 2 por (-8)) - transformag&o do coeficiente de x, na equagéo 2 para 1.
X1+ 2% =40
Ox;+1x=15

4. L;— Li-2L,(subtragdo dalinhal pelalinha 2 multiplicada por 2) - transformac&o do coeficiente
de xz naequagdo 1 para 0.

X1 +0x =10
O0xp+1x=15
Solucéo
x; =10
X2 =15
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