4 - O Méodo Simplex

Pesquisa Operacional

CAPITULO 4

O METODO SIMPLEX

O Método Simplex caminha pelos vértices da regido viavel até encontrar uma solucdo que ndo possua
solucdes vizinhas melhores que ela. Esta é a solucdo 6tima. A solucdo 6tima pode ndo existir em dois
casos. quando ndo ha nenhuma solucéo viavel para o problema, devido a restricdes incompativeis; ou
quando ndo h&d maximo (ou minimo), isto € uma ou mais varidveis podem tender a infinito e as
restri¢des continuarem sendo satisfeitas, o que fornece um valor sem limites para a funcéo objetivo.

4.1 Exemplo de um Problema

O modelo de programacao linear pode ser resolvido por um método de solugdo de sistema de equacdes
lineares. O processo que sera apresentado no exemplo a seguir, retirado de ANDRADE (2000), é
bastante intuitivo e tem por finalidade apresentar a metodol ogia utilizada pelo método Simplex.

a) Formulagdo do problema

"Uma marcenaria deseja estabel ecer uma programacao diaria de producdo. Atualmente, a oficina
faz apenas dois produtos. mesa e armério, ambos de um s modelo. Para efeito de simplificagéo,
vamos considerar que a marcenaria tem limitagdbes em somente dois recursos. madeira e
mao-de-obra, cujas disponibilidades diérias sGo mostradas na tabela a seguir.

Recur so Disponibilidade
Madeira 12m?
M 3&o-de-obra 8H.h

O processo de producdo é tal que, para fazer uma mesa a fébrica gasta 2 m? de madeira e 2 H.h
de m&o-de-obra. Parafazer um armério, a fabrica gasta 3 m* de madeirae 1 H.h de méo de obra.

Além disso, o fabricante sabe que cada mesa da uma margem de contribui¢cdo parao lucro de $ 4
e cadaarmério de $ 1. O problema é encontrar o programa de producdo que maximiza a margem

de contribuicéo total parao lucro.”
b) Montagem do modelo

Asvariaveis de decisdo envolvidas no problema séo:

X1: quantidade a produzir de mesas
Xo: quantidade a produzir de armarios

A funcdo objetivo &

Lucro: Z=4X + X

Para as restricdes, arelacdo |6gica existente €

Utilizac&o de recurso £ Disponibilidade
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Assim temos
Madeiras 2x; + 3% £ 12
Mé&o-de-obraa 2x;+x£8
X1, %23 0

O modelo completo &

Maximizar: Z2=4X + %

Sujeito a 2x+3x£12
2X1+% £8
X1, %3 0

¢) Solucéo do modelo

Ja conhecemos 0 método de solucdo grafica para problemas de programacdo linear de duas
variaveis. Serd agora apresentada a solucdo por sistemas de equactes lineares.

De forma a transformar as restricdes do problema de programagdo linear de inequagcdes em
equacdes, sdo introduzidas as varidvels de folga. Neste problema, as restricdes tém a seguinte
estrutura logica:

Utilizag&o de recurso £ Disponibilidade.

Ao seintroduzir o conceito de folga de recurso, ainequacéo pode ser escrita como
Utilizac&o de recurso + Folga = Disponibilidade.

Isso significa que
Utilizacdo de recurso < Disponibilidade implica Folga> 0;
Utilizac&o de recurso = Disponibilidade implica Folga= 0.

Deste modo, a folga de cada recurso pode ser representada por uma variavel de forma
exatamente igual a producéo de cada produto. Desse modo, vamos chamar:

f1: folga de madeira;
f,: folga de méo-de-obra.

Introduzindo as variaveis de folga, o problema a ser resolvido passa a ser:
Maximizar: Z=4x+ X%
Sujeito a 2x+3x+f; =12

2X1+ % +f,=8

X1, X, f1, 123 0

O problema se transformou em encontrar a solucdo do sistema de equacdes lineares que
maximiza o lucro. Como neste caso 0 nimero de varidveis (m = 4) é superior a0 nimero de
equacgdes (n = 2), o sistema € indeterminado, apresentando infinitas solugdes.

No entanto, todas as variaveis devem ser maiores ou iguais a zero. Atribuir zero a uma variavel
significa ndo produzir um dos produtos (se a variavel for x; ou Xp) ou utilizar toda a
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disponibilidade de recursos (se a variavel for f; ou f,). Desta forma, podemos encontrar solucfes
para o sistema de equacdes zerando duas variaveis (n - m = 2) e encontrando o valor para as duas
variaveis restantes. Teremos que resolver entéo

C2=4/(22)=6
sistemas de equages lineares.

Uma vez resolvido um sistema, serdo aplicados na funcdo objetivo os valores encontrados. As
variaveis zeradas sdo chamadas variaveis ndo-basicas. As variaveis cujos valores sdo calculados
pelo sistema de equacbes sdo chamadas variaveis bésicas.

c.1) Variaveis ndo-basicas: x1=0
Xo = 0

temos asvaridveisbasicas f; =12

f,=8
dando o lucro z=0
c.2) Variaveis ndo-basicas: X1 =0
fi1=0
temos asvaridveisbasicas x =4
f,=4
dando o lucro z=4
c.3) Variaveis ndo-basicas: X1 =0
f,=0
temos as varidveisbasicas  x, =8
fi=-12

como f; < 0, asolucéo obtida é INVIAVEL.

c.4) Variaveis ndo-basicas: X =0
f1=0

temos asvaridveisbasicas X, =6

fo=-4

como f, < 0, asolucéo obtida & INVIAVEL.
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c.5) Variaveis ndo-basicas: X =0
f,=0

temos asvaridveisbasicas  x; =4

fi=4

dando o lucro z=16

c.6) Variaveis ndo-basicas: fi=0
f,=0

temos as varidveisbasicas x; =3

Xo =2

dando o lucro z=14

Comparando todas as solucfes encontradas por este processo, achamos a solugdo 6tima, ou sgja,
X1 =4, % =0, f,=4,1f,=0, dando um lucro z= 16.

4.2 Desenvolvimento do Método Simplex

Da forma como foi resolvido o problema anteriormente, € necess&rio que muitos sistemas de equactes
sgjam resolvidos e suas solugbes comparadas. Para problemas reais de programacdo linear, esta
solucdo se torna inviavel. Desta forma, para termos condi¢des de resolver um problema de
programacao linear, precisamos de uma sistemética que nos diga:

v/ qual o sistema de equactes que deve ser resolvido;
v que o proximo sistema a ser resolvido fornecera uma solucdo melhor que os anteriores;
v como identificar um solucdo 6tima, umavez que a tenhamos encontrado.

Essa sistematica € o método Simplex, e as regras que 0 método utiliza para atender as trés questbes
acima sdo, basicamente, os critérios que desenvolvemos nos itens anteriores. Vamos voltar ab nosso
pequeno problema, ja com as variaveis de folga:

maximizar Z=4 X1+ X%
sujeito a 2x+3x+f; =12
2X1+X%+f,=8

X1, X, f1, 123 0

Vamos montar um quadro para ordenarmos as operagoes, colocando nele apenas os coeficientes das
varidveis. No caso da fungéo objetivo, vamos realizar a seguinte transformagao:

de: Z=4 X+ X%

paa z-4x-%=0
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Quadro 1
Base X1 X2 fl f2 b
f1 2 3 1 0 12
f, 2 1 0 1 8
z -4 -1 0 0 0

A Ultima coluna corresponde aos termos independentes das equacfes, e a Ultima linha contém os
coeficientes das variaveis na funcdo objetivo. Nessa Ultima linha teremos sempre a contribuicdo que
cadavaridvel daparao lucro tota z, por unidade, em cada iteracéo do processo de solugdo. Essa Ultima
linha sera chamada de func&o objetivo transformada, ou funcéo z-transformada.

a) Solucdo inicial

A solucdo inicial para o problema serd sempre obtida fazendo as varidveis originais do modelo (no
Caso X1 €Xp) iguais a zero e achando o valor das demais.

Assim, fazendo x; = X, = 0 (varidveis ndo basicas), obtemos do Quadro 1:

fi=12

f,=8 (varidveis basicas)

z=0
Asvaridveis béasicas estdo indicadas no Quadro 1, parafacilitar o acompanhamento das operacdes.
b) Segunda solucéao

Como a primeira solugdo claramente ndo é a melhor, vamos procurar outra que dé um valor maior para
z O problema é descobrir:

v Das duas varidveis ndo basicas (nulas) na primeira solucéo, qual deve se tornar positiva?
v Das duas varidveis basicas (positivas) na primeira solucéo, qual devera ser anulada?
Qual variével devera setornar positiva?

Vamos observar que na Ultima linha do Quadro 1 temos os coeficientes da funcdo objetivo que
mostram a contribuicdo para o lucro z de cada unidade produzida de mesa (x;) e de armario (xy).
Assim, aplicando o critério de que devemos produzir primeiro o produto que mais contribui para o
lucro, vamos comegar a producdo pela variavel xq, ja que sua contribuicdo unitéria para o lucro (4) é
maior que a contribuicdo de x,, igual al.

Logo, avariavel que devera se tornar positiva € x;.
Qual variavel devera ser anulada?

Nota-se pelo Quadro 1 que, na primeira equagao, o maior valor possivel de x; é 6, quando f; for igua a
zero (note que x; vale zero por ser variavel ndo basica). Qualquer valor maior de x; fara com que o
valor de f; fique negativo, o que ndo é permitido. Na segunda equacéo, 0 maior valor permitido para x;
€ 4, quando f; for igual a zero. Analisando simultaneamente as duas equagdes, percebe-se que 0 maior
valor possivel parax; € 4, ja que atende as duas equacoes.

Observe que esta andlise pode ser feita diretamente do Quadro 1, através da divisdo dos elementos da
coluna b pelos correspondentes elementos da coluna x;. O menor quociente indica, pela linha em que
ocorreu, qual a varidvel basica que deve ser anulada. Assim, como 0 menor quociente € dado pela
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divisdo 8/ 2 = 4, avaridvel basica a ser anulada € f,, que é a variavel positiva na atual solucdo, cujo
valor foi encontrado na segunda linha.

Assim temos;
Xo = 0
f2 =0

e 0 sistema restante deve ser resolvido para acharmos o valor de x; e fi. A solugdo desse sistema sera
feita usando o Quadro 1 com as equacdes completas e usando as operacdes validas com as linhas da
matriz, como apresentado no Capitulo 2.

12 operacéo: Dividir asegundalinhapor 2 (Lo = L2/ 2)

Quadro 1A
Base X1 X2 fl f2 b
f1 2 3 1 0 12
X1 1 1/2 0 1/2 4
z -4 -1 0 0 0

22 operagdo: Multiplicar a segunda linha do Quadro 1A por (-2) e somar com a primeira linha do
mesmo quadro, colocando o resultado naprimeiralinha(L; — Li-2Ly)

Quadro 1B
Base X1 X2 fl f2 b
fy 0 2 1 -1 4
X1 1 1/2 0 1/2 4
z -4 -1 0 0 0

32 operacao: Multiplicar a segunda linha do Quadro 1B por (4) e somar com aterceira linha do mesmo
quadro, colocando o resultado naterceiralinha(Ls = Lz +4Ly)

Quadro 2
Base X1 X2 fl f2 b
fy 0 2 1 -1 4
X1 1 1/2 0 1/2 4
z 0 1 0 2 16

Como a ultima linha (fungdo ztransformada) mostra as contribuic¢des liquidas para o lucro, caso as
variaveis x; e f, venha a ter seus valores aumentados de O para 1 e como estas contribuicfes tém seus
valores trocados com relacdo ao quadro original, concluimos que a solucéo encontrada € étima.

X1 =4,
X2 =0,
f1 =4,
f,=0e
z=16
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4.3 Procedimento do Método Simplex (Problemas de Maximizac¢&o)

Passo 1:
Passo 2:

Passo 3:

Passo 4:

Passo 5:

Passo 6:

Passo 7:

Introduzir as variaveis de folga; uma para cada desigual dade.

Montar um quadro para os calculos, colocando os coeficientes de todas as variaveis com 0s
respectivos sinais e, na tltima linha, incluir os coeficientes da fungdo objetivo transformada.

Estabelecer uma solucdo basica inicial, usuamente atribuindo valor zero as variavels
originais e achando valores positivos para as variaveis de folga.

Como préxima varidvel a entrar na base, escolher a variavel ndo basica que oferece, na
ultima linha, a maior contribuicdo para 0 aumento da funcéo objetivo (ou sgja, tem 0 maior
valor negativo). Se todas as varidveis que estdo fora da base tiverem coeficientes nulos ou
positivos nesta linha, a solucéo atual é 6tima. Se alguma dessas variaveis tiver coeficiente
nulo, isto significa que ela pode ser introduzida na base sem aumentar o valor da fungéo
objetivo. Isso quer dizer que temos uma solucdo 6tima, com o mesmo valor da funcéo
objetivo.

Para escolher avaridvel que deve deixar a base, deve-se realizar o seguinte procedimento:
a) Dividir os elementos da Ultima coluna pelos correspondentes elementos positivos da

coluna da varidvel que vai entrar na base. caso ndo hgja elemento algum positivo nesta
coluna, 0 processo deve parar, ja que a solugdo seriailimitada.

b) O menor quociente indica a equacdo cuja respectiva variavel basica devera ser anulada,
tornando-se variavel ndo basica.

Usando operagdes vélidas com as linhas da matriz, transformar o quadro de célculos de
forma a encontrar a nova solucéo basica. A coluna da nova variavel basica devera se tornar
um vetor identidade, onde o elemento 1 aparece na linha correspondente a varidvel que esta
sendo anulada.

Retornar ao passo 4 parainiciar outra iteracao.

4.4 Outro Exemplo
Vamos resolver pelo método Simplex o problema das races proposto no Capitulo 1, cujo modelo foi

apresentado no Capitulo 3.

maximizar Z=11x3+12x,

sujeito a X1 + 4 X, £ 10000
5x; + 2 x; £ 30000
X1, %23 0

a) Inclusdo dasvariaveis de folga

Com ainclusdo das varidveis de folga, o problema torna-se:

maximizar

sujeito a

Z=11x+12x%
X1+4X2+f1£10000
5x1+ 2 %+ f, £ 30000

X1, X, f1, 123 0
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b) Solucéoinicial
Base X1 X2 fl f2 b
f1 1 4 1 0 10000
f) 5 2 0 1 30000
z -11 -12 0 0 0

c) Primeiraiteracdo

Variavel aentrar na base:

Variavel asair dabase;

X2 (coluna com maior vaor negativo na tltima linha)

f1 (0 quociente 10000/4 € o menor quociente entre a Ultima coluna e a
colunadavaridvel x,, que vai entrar na base)

Li= L./4
Lo- L-2L,
L3= Lz+12L4
Base X1 X2 fl f2 b
X2 14 1 14 0 2500
fo 45 0 -1/2 1 25000
z -8 0 3 0 30000

d) Segunda iteracéao

Variavel aentrar na base:

Variavel asair dabase:

X1 (coluna com maior vaor negativo na tltima linha)

f, (0 quociente 25000/ 4,5 € o menor quociente entre a Ultima coluna e a
colunadavariavel x;, que vai entrar na base)

L,- L,/45
Li- Li-Lo/4
L;= L3+8L,
Base X1 X2 fl f2 b
Xo 0 1 0,2778 -0,0556 | 1111,11
X1 1 0 -0,1111 0,2222 5555,56
z 0 0 2,1111 1,7778 | 74444,44

€) Solucao étima encontrada

Como todos os valores da tltima linha (funcéo z-transformada) sdo positivos ou nulos, concluimos que

a solucdo encontrada é 6tima, ou sgja:

X1 = 5555,55
X2 =1111,11
z=7444444
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4.5 Aspectos Matematicos Singulares

Na modelagem de um problema de programacao linear, algumas situacdes especificas podem ocorrer,
0 que pode levar a casos em uma forma matemética diferente da apresentada até o momento.
Entretanto, alguns artificios matematicos ajudam a reduzir o modelo obtido a forma padréo estudada.
Estes artificios s8o mostrados a seguir.

4.5.1 Minimizagdo de uma fungao

A minimizagdo de uma funcdo z(x) é matematicamente andloga a maximizacdo da negativa desta
funcdo (-z(x)).

Exemplo: minimizar z=Cy X1 + C2 X2 + ... + Cn Xn
€ equivalente a
maximizar Z =-C; Xg - C2 X2 - ... - Cn Xn
comz=-z

Essa é uma das formas de se resolver os problemas de minimizagdo utilizando o mesmo agoritmo.
Caso que queira resolver diretamente, devemos aterar o critério de entrada das varidveis na base. A
variavel que entra na base passa a ser aguela que tem o maior valor positivo na linha z-transformada.
Caso todas tenham coeficientes negativos ou nulos, a solugdo obtida € étima.

4.5.2 Restricdes de limite inferior (3)

Uma desigualdade em uma direcdo (£ ou 3) pode ser mudada para uma desigualdade na direcéo
oposta, pela multiplicacdo de ambos os lados da desigualdade por (-1).

Exemplo: aaxXitaxsdhb
€ equivalente a
- alxl-a2X2£-b

4.5.3 Restri¢cdes de igualdade
Uma equacdo pode ser substituida por duas desigual dades de direcfes opostas.

Exemplo: aaxXitax=Db
€ equivalente a duas desigual dades simultaness:
axi+taxEb

X +taxx3b

4 5.4 Variavel irrestrita em sinal

Uma variave irrestrita em sinal (ou sgja, que pode ser positiva, nula ou negativa) pode ser substituida
pela diferenca de duas varidveis ndo negativas.

Exemplo: se avariavel x; for irrestritaem sinal, pode ser substituida pela diferenca (x'; - X"1)
com

x'13 0ex";30.
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4.6 Método Simplex em Duas Fases

O Método Simplex utiliza uma solucdo inicial viavel para comecar o processo iterativo, trabalhando
sempre dentro da regido viavel. Nos casos apresentados até o presente momento, a solucéo x; = 0, para
i =1, ..., neraumasolucdo viavel, ja que todas as restrigdes apresentadas foram do tipo (£). Quando as
restrigdes séo do tipo (=) ou (3), esta solugéo nédo existe.

Seja 0 exemplo abaixo:

minimizar z=10x+4 X% +5X3

sujeito a 8x1+3x+4x33 10
4x;+3%£8

X1, X2, X33 0

Como temos uma restricdo do tipo (3), a variavel de folga deve ter coeficiente negativo, tendo o
significado de umavariavel de excesso. O problema transformado €

minimizar z=10x1+4 X +5X%3
sujeito a 8x1+3x+4x3-f1=10
4x1+3%+f,=8

X1, X2, X3, f1, 123 O

onde f; € umavariavel de excesso e f, € umavariavel de folga

Note que, pelo processo de solucéo anterior, a variavel de excesso (f1) passaria a ter valor negativo na
solucdo inicia (-10), o que ndo é permitido. Assim, a solucdo x; = X, = X3 = 0 € inviavel. E necessario
entdo encontrar uma solucdo viavel para que o método Simplex possa ser iniciado.

A forma de se resolver isto € inventando novas variaveis. Estas variaveis sao chamadas de variaveis
artificiais, e representadas por z. Sera colocada uma variavel artificial em cada restricdo do modelo, ou

sga
8X1+3x+4x-f1+2 =10
4x1+3%+f,+2=8

X1, X2, X3, 1, T2, 21, 223 O

Como pode-se perceber, o problema com as restrigdes acima ndo € 0 mesmo problema, a ndo ser que
todas as varidvels z sgjam iguais a zero.

Desta forma, podemos resolver o problema em duas fases: na primeira fase, substituimos a funcéo
objetivo original por uma funcéo objetivo auxiliar:

Zuwx=-21-2=12X+6X +4x3-f  +1,- 18
Nesse momento, aplicamos o méodo Simplex de forma a maximizar a funcéo objetivo auxiliar, com

as restricbes contendo as variaveis auxiliares. A funcdo objetivo auxiliar serd maximizada quando
todas as varidvels z forem iguais a zero, ja que ndo podem conter valores negativos.
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A primeira fase do problema, que consiste na maximizacdo da funcdo objetivo auxiliar, fornecera uma
solucdo viavel para o problema original. A segunda fase consiste em resolver o problema original
tomando como solucéo inicial os valores obtidos pela primeira fase para as variaveis x; e fi.

a) Solucdo inicial

Para resolver o problema, monta-se 0 quadro de forma semelhante & sistematica, colocando-se a
funcado objetivo artificial na Ultimalinha. O quadro do exemplo fica:

Base X1 Xo X3 f, f, y4) Y. b
4] 8 3 4 -1 0 1 0 10
y) 4 3 0 0 1 0 1 8

zZ=-z 10 4 5 0 0 0 0 0
Zaux -12 -6 -4 1 -1 0 0 -18

Obs. Como a funcdo objetivo é de minimizacdo, ele foi transformado em um problema de
maximizagdo através da multiplicagdo de todos os coeficientes por (-1).

A seguir, aplica-se 0 méodo Simplex normalmente, usando como fungdo objetivo a Ultima linha.
Quando a solucdo étima for atingida, dois casos podem ocorrer:

Zux = 0: neste caso foi obtida uma solucéo basica do problema origina e o processo de
solugdo deve continuar, desprezando-se as variaveis artificiais e os elementos da
ultimalinha. E o inicio da segunda fase do processo.

Zux* 0: neste caso o problema original ndo tem solucdo vidvel, o que significa que as
restri¢cdes devem ser inconsi stentes.

b) Fase 1 - Primeira iteracao
Varidvel aentrar nabase: X3 (colunacom maior valor negativo na Ultima linha)

Variavel asair dabase: z; (0 quociente 10/8 € o menor quociente entre a tltima coluna e a coluna
davariave x;, que vai entrar na base)
L= L:/8
Lo~ Lo-41L1,4
L3— L3-10L,
La—- Lg+121L,
Base X1 Xo X3 f; f, Z Y2 b
X 1 3/8 12 -1/8 0 8 0 5/4
Z 0 32 -2 12 1 -1/2 1 3
Z=-z 0 14 0 5/4 0 -5/4 0 -12,5
Zaux 0 -3/2 2 -1/2 -1 312 0 -3

c) Fase 1 - Segunda iteracgao
Varidvel aentrar nabase: X (colunacom maior valor negativo na Ultima linha)

Variavel asair da base: z (0 quociente 3/(3/2) € o menor quociente entre a Ultima coluna e a
colunadavaridvel x,, que vai entrar na base)
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L= 2L,/3
L= L;-3L,2/8
Ls— L3-L,/4
Ls= Ls+3Ly/2
Base X1 Xo X3 f; f, Z y2) b
Xy 1 0 1 -1/4 -1/4 1/4 -1/4 1/2
Xo 0 1 -4/3 1/3 2/3 -1/3 2/3 2
zZ=-z 0 0 1/3 7/6 -1/6 -7/6 1/6 -13
Zayx 0 0 0 0 0 1 1 0

Como na ultima linha o valor da funcdo objetivo artificial é zero, a primeira fase terminou e a solucéo

encontrada é a solucdo basicainicia para a segundafase.

Removendo a Ultima linha e as colunas referentes as variaveis artificiais, o quadro se torna

Base X1 Xo X3 f, f, b
X1 1 0 1 -1/4 -1/4 1/2
Xo 0 1 -4/3 1/3 2/3 2

zZ=-z 0 0 1/3 716 -1/6 -13

d) Fase 2 - Primeraiteracao
Variavel aentrar na base:
Variavel asair dabase:

L= 3L,/2
Li- Li+Lo/4
Lz3= L3+L>/6

f, (coluna com maior valor negativo na Ultimalinha)

X2 (0 quociente 2/(2/3) é o menor quociente entre a Ultima coluna e a
colunadavaridvel x,, que vai entrar na base)

Base X1 Xo X3 f, f, b
X1 1 3/8 1/2 -1/8 0 5/4
Xo 0 3/2 -2 1/2 1 3

zZ=-z 0 1/4 0 5/4 0 -125

€) Solucao étima encontrada

Como todos os valores da Ultima linha (funcdo z-transformada) sdo positivos ou nulos, concluimos que

a solugdo encontrada é 6tima, ou sgja:

X1 = 1,25
Xo = 0
z=-7=125

Prof. Erico Lisboa

26

http://www.ericolisboa.eng.br



