7 - Andlise de redes Pesqguisa Operacional

CAPITULO 7

ANALISE DE REDES

7.1 Conceitos Basicos em Teoria dos Grafos

Diversos problemas de programacdo linear, inclusive os problemas de transporte, podem ser
modelados como problemas de fluxo de redes. Algoritmos especificos para determinados tipos de
problemas podem ser mais convenientes para a sua solucdo do que algoritmos mais genéricos.

Antes de continuar, serdo apresentadas algumas defini¢des da teoria dos grafos.

Definicdo 1
Um grafo linear consiste em diversos nds, ou pontos, sendo que cada né deve estar conectado
a um ou mais nds por arcos.

Um exemplo de um grafo linear € apresentado na Figura 7.1.

Nos: a, b, c, d, e, f Arcos: 1,2,3,4,5,6,7,8,9

Figura7.1 - Exemplo de um grafo linear.

Definicdo 2
Um grafo direto (ou rede direta) € um grafo em que o fluxo ao longo de um arco pode ser
efetuado apenas em um sentido.

Entretanto, pode-se substituir um arco com fluxo nos dois sentidos por dois arcos em sentidos
opostos. Desta forma, podemos utilizar redes diretas sem que 0 modelo esteja perdendo a sua
generaidade.

Definicdo 3
Um grafo bipartido é um grafo direto onde os nds sdo divididos em dois subconjuntos, onde
todos os arcos do grafo ligam um né de um subconjunto a um né do outro.

Um grafo representando um problema de transporte € um exemplo de grafo bipartido, ja que
todos os arcos ligam nos das origens a nds dos destinos.
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Definicéo 4
Um caminho ou canal é um conjunto ordenado de arcos que conectam dois nés através de nos
intermediérios, cada um dos quais estando exatamente em dois arcos do canal.

Um exemplo de canal no grafo da Figura 7.1 é o conjunto dos arcos 1, 5 e 7, que conectam 0s
nésaec aravésdosnésbee.

Definicdo 5
Um grafo conectado € um grafo é um grafo no qual existe caminho entre qualquer par de nos.
O grafo da Figura 7.1 € um grafo conectado.

Definicdo 6
Um laco é um canal que conecta um né a ele mesmo.

Osarcos 1, 5, 7, 8, 9 e 2 formam um laco conectando o n6 a (ou qualquer outro né do cana) a
ele mesmo.

Definicdo 7

Uma arvore é um grafo conectado que ndo contém lacos.

Exemplos de arvores no grafo daFigura 7.1 incluem os arcos 1, 3, 4, 6, 8 ou os arcos 2, 3, 4, 5,
8. O conjunto de arcos 1, 2, 3, 4, 7, 8 contém um laco (1, 2, 3), portanto ndo € uma arvore; o
conjunto de arcos 1, 3, 7, 8, apesar de ndo conter lagos, ndo forma uma arvore por ndo ser um

grafo conectado. Pode ser provado que uma arvore com n nés possui (n - 1) arcos e ha pelo
menos dois extremos (nds em apenas um arco) em uma arvore.

7.2 Problema de Fluxo Maximo
Um problema de rede usua € a determinacdo do fluxo méaximo entre dois pontos em uma rede.
Considere 0 seguinte exemplo, adaptado de ZIONTS (1974).

"Um produtor de gés natural tem uma rede de tubulagcdes conforme apresentado na Figura 7.2. As
capacidades de cada parte da rede estéo representadas em bilhGes de litros por dia. Um problema
ocorreu no ponto t, de modo que desgja-se fornecer a maior quantidade de gas possivel da producéo ao
ponto t. Portanto, o problema é encontrar a maxima capacidade da rede entre s e t de modo que a
maxima quantidade seja fornecida de s parat.”

a
15

10 t (destino)
s (origem)

18 10

b

Figura 7.2 - Rede de tubulacéo de gés.
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Mais formamente, o problema a ser considerado é a maximizagdo do escoamento de um né s
(chamado de origem) aum nd t (chamado de destino), sujeito as limitaces das capacidades dos arcos.

Neste problema, podemos considerar que a quantidade de gas que chega no ponto t € igud a
quantidade de gas que sai do ponto s. Isso pode ser representado por um arco ligando o ponto t ao
ponto s. Desta forma, o problema pode ser representado como um problema de programagéo linear
onde desgja-se maximizar o fluxo do n6 t ao n6 s (que € igua ao fluxo que sai do né s, ou ao fluxo que
chega no no t). As restricdes deste problema, além da capacidade de cada arco darede, é o fato de que
a quantidade de gas que chega em qualquer n6 € igual a quantidade de gas que sai deste mesmo no.

Asvaridvels de decisdo para este problema so:
Xo: fluxodonétaoné s,
x1: fluxo doné sao no g;
X: fluxo doné sao nb b;
xs: fluxodonbéaaondt;
Xq: fluxo doné b ao né a;
xs: fluxodonébaonét.
A funcdo objetivo, a ser maximizada, € o fluxo que chega no nd t, representado neste problema por Xo.

Para cada n6, o fluxo de gés que chega é igual ao fluxo de gés que sai. Convencionando sinal negativo
ao fluxo de gas que chega e positivo ao fluxo de gés que sai, temos as seguintes restricdes:

NOt: Xo-X3-Xs=0

nés -xo+xl+x =0

nta -x+x-x=0

nob:-x;+x4+x=0
As restri¢es de capacidade séo x; £ 10, X, £ 18, X3 £ 15, x4 £ 4 e xs £ 10.
O problema pode ser formulado ent&o como apresentado a seguir.
maximizar Z2=Xo
sujeito & Xo - X3 -Xs =

+X +tXg X =

- X1 X3 - X =
) +x4 +x =0
X1 £10
X2 £18
X3 £15
X4 £4

X5 £10
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7.3 Problemade Caminho Minimo

Um problema bastante comum envolvendo a teoria dos grafos € o problema de rota mais curta, ou
caminho minimo. Para cada arco de um grafo, define-se a disténcia que ele representa. O objetivo
deste tipo de problema € encontrar 0 caminho mais curto entre dois nés. O problema do caminho
minimo pode ser utilizado também para representar custos ou tempos minimos, em vez de distancias.

O agoritmo para a solucdo de problemas de caminho minimo que sera estudado é o algoritmo de
Dijkstra. Este algoritmo determina a distancia minima entre o vértice de origem (S) e os demais
vértices.

Para melhor apresentar o algoritmo de Dijkstra, vamos analisar o grafo da Figura 7.3.

s (origem)

t (destino)

Figura 7.3 - Exemplo de grafo para o problema de caminho minimo.

De forma a encontrar a rota mais curta, vamos montar duas tabelas. Na primeira (tabela de distancias
minimas), sdo colocadas trés colunas: 0 nome do nd, o nd de onde vem o caminho minimo até o n6 de
origem e a distancia do caminho minimo. Na segunda (tabela auxiliar), séo colocadas trés colunas. 0
nome do nd, o nd de onde vem o caminho considerado (ndo necessariamente 0 minimo) e a distancia
deste caminho.

Distancias minimas Auxiliar
noé ant. dist. noé ant. dist.

O primeiro n6 a ser analisado é o n6 de origem. Sua distancia ao n6 de origem € 0. Este n6 serd entéo
inserido na tabela de distancias minimas. Como o caminho minimo para este n6 ndo vem de nenhum
outro nd, na segunda coluna seréa col ocado apenas um trago.

Distancias minimas Auxiliar
noé ant. dist. noé ant. dist.
S - 0

Inserido um né na primeira tabela, colocaremos na segunda tabela todos os nos atingidos por este no.
No nosso exemplo, os nés a serem inseridos sdo 0s nés a, b e c. Para estes nds, o N6 de onde vem o
caminho € o proprio né s. A distancia do né de origem é a distancia do arco percorrido somada com a
disténcia do né anterior até a origem. No caso, adistanciado né s é 0. A tabela auxiliar fica entdo da
seguinte maneira.

Prof. Erico Lisboa 39 http://www.ericolishoa.eng.br



7 - Andlise de redes Pesqguisa Operacional

Distancias minimas Auxiliar
noé ant. dist. no ant. dist.
S - 0 a S 8
b S 5
c S 12

O préximo né a entrar na primeira tabela sera o né de menor distancia até a origem. No caso, o n0 a ser
incluido é o né b. Como na primeiratabela, o né b ainda néo foi inserido, podemos inclui-lo.

Distancias minimas Auxiliar
no ant. dist. no ant. dist.
S - 0 a S 8
b S 5 b S 5 X
c S 12

Note que é marcado um X ao lado do n6 na segunda tabela, indicando que este nd ndo deve mais ser
considerado no teste de que né entra na primeira tabela.

Os nos atingidos pelo N6 b sdo os nés ¢ e e, que devem ser inseridos na tabela auxiliar. A distancia
destes nés até a origem € encontrada somando-se a distancia do arco com a distancia minima do n6 b
até a origem (mostrada na tabela de distncias minimas). Desta forma, as tabelas ficam da seguinte
maneira.

Distancias minimas Auxiliar
no ant. dist. no ant. dist.
S - 0 a S 8
b S 5 b S 5 X
c S 12
c b 9
e b 7

O préximo né a entrar na primeira tabela é o n6 e, vindo de b, com distancia até a origem 7.

Distancias minimas Auxiliar
noé ant. dist. noé ant. dist.
S - 0 a S 8
b S 5 b S 5 X
e b 7 c S 12
c b 9
e b 7 X
Os Unico no atingido por ele éo nd t.
Distancias minimas Auxiliar
noé ant. dist. noé ant. dist.
S - 0 a S 8
b S 5 b S 5 X
e b 7 c S 12
c b 9
e b 7 X
t e 19

O proximo né aentra é o no a, vindo de s, com distancia até a origem de 8.
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Distancias minimas Auxiliar
noé ant. dist. no ant. dist.
S - 0 a S 8 X
b S 5 b S 5 X
e b 7 c S 12
a S 8 c b 9
e b 7 X
t e 19
Os nos atingidos pelo nd asdo osnésc ed.
Distancias minimas Auxiliar
noé ant. dist. no ant. dist.
S - 0 a S 8 X
b S 5 b S 5 X
e b 7 c S 12
a S 8 c b 9
e b 7 X
t e 19
c a 10
d a 12
O préximo né aentrar € 0 n6 ¢, vindo de b.
Distancias minimas Auxiliar
no ant. dist. no ant. dist.
S - 0 a S 8 X
b S 5 b S 5 X
e b 7 c S 12
a S 8 c b 9 X
c b 9 e b 7 X
t e 19
c a 10
d a 12
Ondcatingeosnésdee.
Distancias minimas Auxiliar
no ant. dist. no ant. dist.
S - 0 a S 8 X
b S 5 b S 5 X
e b 7 c S 12
a S 8 c b 9 X
c b 9 e b 7 X
t e 19
c a 10
d a 12
d c 12
e c 10

O préximo né aentrar € o né ¢, vindo de a. Como o né ¢ ja esté incluido, marcamos ele com um X e
passamos para 0 proximo, que é o né e (vindo de c) que também ja esta incluido. O né ¢ (vindo de s)
também ja esta incluido. O préximo né que ainda ndo esta incluido € o n6 d, vindo de a ou de ¢, jaque
as duas distancias sdo iguais.
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Distancias minimas Auxiliar
noé ant. dist. noé ant. dist.
S - 0 a S 8 X
b S 5 b S 5 X
e b 7 c S 12 X
a S 8 c b 9 X
c b 9 e b 7 X
d a 12 t e 19
c a 10 X
d a 12 X
d c 12 X
e c 10 X
Os nos atingidos pelo n6 d sGo osnés e et.
Distancias minimas Auxiliar
noé ant. dist. noé ant. dist.
S - 0 a S 8 X
b S 5 b S 5 X
e b 7 c S 12 X
a S 8 c b 9 X
c b 9 e b 7 X
d a 12 t e 19
c a 10 X
d a 12 X
d c 12 X
e c 10 X
e d 18
t d 18
O no ejaestaincluido; entdo o préximo n6 a ser incluido é o né t, vindo de d.
Distancias minimas Auxiliar
noé ant. dist. noé ant. dist.
S - 0 a S 8 X
b S 5 b S 5 X
e b 7 c S 12 X
a S 8 c b 9 X
c b 9 e b 7 X
d a 12 t e 19
t d 18 c a 10 X
d a 12 X
d c 12 X
e c 10 X
e d 18 X
t d 18 X

Como todos os nos ja foram incluidos na tabela de disténcias minimas, o problema esta resolvido. A
tabela mostra, para cada né do grafo, a distancia minima até o n6é de origem. O caminho minimo vem
do né indicado na coluna de n6 anterior. Desta forma, pode-se determinar 0 caminho minimo
repetindo-se este passo sucessivamente até que o nd de origem segja encontrado. Para encontrarmos o
caminho minimo do né t, por exemplo, pegamos o né anterior a ele (d). O nd anterior ao nd d € o nd a,
Cujo no anterior € 0 N6 de origem (S).

Desta forma, 0 caminho minimo daorigem atéondété(s-a-d-t).
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O agoritmo pode entdo ser definido da seguinte maneira:
Passo 1. Inserir o n6 de origem na tabela de distancias minimas. Sua distancia até o n6 de origem € 0.

Passo 2. Colocamos na tabela auxiliar todos os nés atingidos por este n6. Para os nés incluidos na
tabela auxiliar, o n6 de onde vem o caminho € o nd recém inserido na tabela de distancias minimas. A
disténcia do né de origem é a distancia do arco percorrido somada com a distancia do nd recém
inserido na tabela de distancias minimas até a origem.

Passo 3. O préximo no a entrar na tabela de distancias minimas sera o ng, entre os nds ndo marcados
com um X, de menor distancia até a origem. Marca-se este n6 com um X. Caso este n0 ja esteja
inserido na tabela de disténcias minimas, devemos retornar ao passo 3.

Passo 4. Ap6s inserir 0 n6 na tabela de distancias minimas, volta-se ao passo 2 até que todos os nés do
grafo tenham sido inseridos na tabela de distancias minimas.

Passo 5. A tabela de distancias minimas indica a distancia do caminho minimo de cada n6 até o n6 de
origem, e o né de onde vem o caminho minimo.

Obs. 1: setodos os nés da tabela auxiliar ja tiverem sido marcados e alguns nés ainda néo tiverem sido
incluidos na tabela de distancia minima, isto indica que ndo ha caminho do né de origem até os nés
gue ndo foram incluidos.

Obs. 2: 0 agoritmo de Dijkstrando € valido caso existam arcos com valores negativos.
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