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CAPITULO 1

INTRODUGCAOQO A PESQUISA OPERACIONAL

1.1 O Desenvolvimento da Pesquisa Operacional

Durante a Segunda Guerra Mundial, um grupo de cientistas foi convocado na Inglaterra para estudar
problemas de estratégia e de tatica associados com a defesa do pais. O objetivo era decidir sobre a
utilizacdo mais eficaz de recursos militares limitados. A convocagdo deste grupo marcou a primeira
atividade formal de pesquisa operacional.

Os resultados positivos conseguidos pela equipe de pesquisa operacional inglesa motivaram os Estados
Unidos a iniciarem atividades semelhantes. Apesar de ser creditada a Inglaterra a origem da Pesquisa
Operacional, sua propagacdo deve-se principamente a equipe de cientistas liderada por George B.
Dantzig, dos Estados Unidos, convocada durante a Segunda Guerra Mundial. Ao resultado deste
esforco de pesquisa, concluido em 1947, deu-se 0 nome de Método Simplex.

Com o fim da guerra, a utilizacdo de técnicas de pesquisa operaciona atraiu o interesse de diversas
outras areas. A natureza dos problemas encontrados € bastante abrangente e complexa, exigindo
portanto uma abordagem que permita reconhecer os multiplos aspectos envolvidos. Uma caracteristica
importante da pesguisa operaciona e que facilita o processo de andlise e de decisdo é a utilizacdo de
modelos. Eles permitem a experimentacdo da solucéo proposta. Isto significa que uma decisdo pode
ser mais bem avaliada e testada antes de ser efetivamente implementada. A economia obtida e a
experiéncia adquirida pela experimentacéo justificam a utilizacdo da Pesquisa Operacional.

Com o aumento da velocidade de processamento e quantidade de memaria dos computadores atuais,
houve um grande progresso na Pesguisa Operacional. Este progresso € devido também a larga
utilizacdo de microcomputadores, que se tornaram unidades isoladas dentro de empresas. Isso faz com
gue os modelos desenvolvido pelos profissionais de Pesquisa Operacional sgjam mais rgpidos e
versateis, adém de serem também interativos, possibilitando a participacdo do usué&rio ao longo do
processo de calculo.

1.2 Modelagem

Um modelo é uma representacdo de um sistema real, que pode ja existir ou ser um projeto aguardando
execucdo. No primeiro caso, 0 modelo pretende reproduzir o funcionamento do sistema, de modo a
aumentar sua produtividade. No segundo caso, 0 modelo é utilizado para definir a estrutura ideal do
sistema.

A confiabilidade da solucdo obtida através do modelo depende da validagdo do modelo na
representacdo do sistemareal. A validacdo do modelo é a confirmacéo de que ele realmente representa
o sistemaread. A diferenca entre a solucéo real e a solugéo proposta pelo modelo depende diretamente
da precisdo do modelo em descrever o comportamento original do sistema.

Um problema simples pode ser representado por modelos também simples e de fécil solugdo. Ja
problemas mais complexos requerem modelos mais elaborados, cuja solucéo pode vir a ser bastante
complicada.
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1 - Introducéo a pesguisa operacional Pesguisa Operacional

1.3 Estrutura de Modelos Mateméticos
Em um modelo matemético, sdo incluidos trés conjuntos principais de elementos:

(1) variaveis de decisdo e par@metros. varidveis de decisdo sd0 as incognitas a serem
determinadas pela solucdo do modelo. Parametros sdo valores fixos no problema;

(2) restrigdes: de modo a levar em conta as limitagdes fisicas do sistema, o0 modelo deve incluir
restri¢ces que limitam as variaveis de decisdo a seus valores possivels (ou viaveis);

(3) funcdo objetivo: é uma funcdo matematica que define a qualidade da solucdo em funcdo das
variaveis de deciséo.
Para melhor ilustrar ao conjuntos acima, considere o seguinte exemplo:

"Uma empresa de comida canina produz dois tipos de racbes. Tobi e Rex. Para a manufatura das
racoes sao utilizados cereais e carne. Sabe-se que:

v' aracdo Tobi utiliza 5 kg de cereais e 1 kg de carne, e aracdo Rex utiliza 4 kg de carne e
2 kg de cereais;

v' 0 pacote de ragdo Tobi custa$ 20 e o pacote de racdo Rex custa $ 30;
v okgdecarnecusta$ 4 eokg decereaiscusta$ 1;
v’ estdo disponiveis por més 10 000 kg de carne e 30 000 kg de cereais.
Desgjase saber qual a quantidade de cada ragdo a produzir de modo a maximizar o lucro.”

Neste problema as varidveis de decisdo sdo as quantidades de racdo de cada tipo a serem produzidas.
Os parémetros fornecidos sdo 0s pregos unitérios de compra e venda, além das quantidades de carne e
cereais utilizadas em cada tipo de racdo. As restrigdes sdo os limites de carne e cereais e a funcéo
objetivo € uma funcdo matematica que determine o lucro em funcdo das varidvels de decisdo e que
deve ser maximizada

1.4 Técnicas Matematicas em Pesquisa Operacional

A formulagéo do modelo depende diretamente do sistema a ser representado. A funcgéo objetivo e as
fungdes de restrigdes podem ser lineares ou ndo-lineares. As variaveis de decisdo podem ser continuas
ou discretas (por exemplo, inteiras) e os parametros podem ser deterministicos ou probabil isticos.

O resultado dessa diversidade de representacdes de sistemas € 0 desenvolvimento de diversas técnicas
de otimizagdo, de modo a resolver cada tipo de modelo existente. Estas técnicas incluem,
principalmente: programacdo linear, programacdo inteira, programacdo dindmica, programacdo
estocastica e programacao ndo-linear. Programacado linear € utilizada para analisar modelos onde as
restricbes e a fungdo objetivo sdo lineares;, programacao inteira se aplica a modelos que possuem
varidveis inteiras (ou discretas); programacéo dindmica € utilizada em modelos onde o problema
completo pode ser decomposto em subproblemas menores; programacao estocastica é aplicada a uma
classe especial de model os onde os parédmetros séo descritos por fungdes de probabilidade; finalmente,
programacao nao-linear € utilizada em modelos contendo fungdes ndo- lineares.

Uma caracteristica presente em guase todas as técnicas de programacdo mateméatica € que a solugdo
6tima do problema ndo pode ser obtida em um Unico passo, devendo ser obtida iterativamente. E
escolhida uma solucdo inicia (que gerdmente ndo € a solugdo 6tima). Um algoritmo é especificado
para determinar, a partir desta, uma nova solugcdo, que geralmente € superior a anterior. Este passo é
repetido até que a solucdo 6tima seja al cancada (supondo que ela existe).

Prof. Erico Lisbhoa 2 http://www.ericolisboa.eng.br
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15 Fases do Estudo de Pesquisa Operacional
Um estudo de pesquisa operacional geralmente envolve as seguintes fases:

(1) definicdo do problema;

(2) construcéo do modelo;

(3) solucéo do modelo;

(4) vaidacdo do modelo;

(5) implementacéo da solucéo.

Apesar da seqiiéncia acima ndo ser rigida, elaindica as principais etapas a serem vencidas. A seguir, €
apresentado um resumo da cada uma das fases.

1.5.1 Definicdo do problema
A definicdo do problema baseia-se em trés aspectos principais:

v" descricéo exata dos objetivos do estudo;
v’ identificacdo das aternativas de decisio existentes,
v" reconhecimento das limitacOes, restrigdes e exigéncias do sistema.

A descricéo dos objetivos € uma das atividades mais importantes em todo o processo do estudo, pois a
partir dela é que o modelo é concebido. Da mesma forma, é essencial que as alternativas de decisdo e
as limitagbes existentes sgjam todas explicitadas, para que as solugdes obtidas ao final do processo
sgjam vdlidas e aceitaveis.

1.5.2 Construgédo do modelo

A escolha apropriada do modelo é fundamental para a qualidade da solucdo fornecida. Se 0 modelo
elaborado tem a forma de um modelo conhecido, a solucdo pode ser obtida através de métodos
matemati cos convencionais. Por outro lado, se as relagbes matematicas sdo muito complexas, talvez se
faca necesséria a utilizagéo de combinagdes de metodologias.

1.5.3 Solucédo do modelo

O objetivo desta fase € encontrar uma solucdo para 0 modelo proposto. Ao contrario das outras fases,
gue ndo possuem regras fixas, a solucdo do modelo € baseada geralmente em técnicas mateméticas
existentes.

No caso de um modelo matematico, a solugdo é obtida pelo algoritmo mais adequado, em termos de
rapidez de processamento e precisdo da resposta. 1sto exige um conhecimento profundo das principais
técnicas existentes. A solugdo obtido, neste caso, € dita"6tima’.

1.5.4 Validacdo do modelo

Nessa altura do processo de solucdo do problema, é necessério verificar a validade do modelo. Um
modelo é vdido se, levando-se em conta sua inexatiddo em representar 0 sistema, de for capaz de
fornecer uma previséo aceitavel do comportamento do sistema.

Um método comum para testar a validade do sistema € analisar seu desempenho com dados passados
do sistema e verificar se ele consegue reproduzir o comportamento gque o Sistema apresentou.

Prof. Erico Lisbhoa 3 http://www.ericolisboa.eng.br
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E importante observar que este processo de validago ndo se aplica a sistemas inexistentes, ou sgja, em
projeto. Nesse caso, a validagao é feita pela verificacdo da correspondéncia entre os resultados obtidos
e algum comportamento esperado do novo sistema.

15.5 Implementag&o da solugao

Avadliadas as vantagens e a validagdo da solucdo obtida, esta deve ser convertida em regras
operacionais. A implementagdo, por ser uma atividade que atera uma situago existente, € uma das
etapas criticas do estudo. E conveniente que sgja controlada pela equipe responsavel, pois,
eventualmente, os valores da nova solucéo, quando levados a pratica, podem demonstrar a necessidade
de corregdes nas relagcdes funcionais do modelo conjunto dos possiveis cursos de agdo, exigindo a
reformulacdo do modelo em algumas de suas partes.

Prof. Erico Lisbhoa 4 http://www.ericolisboa.eng.br
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CAPITULO 2

ALGEBRA LINEAR

Ao longo do curso de pesguisa operacional, conceitos matemdticos como matrizes e vetores sdo
largamente utilizados. Este capitulo tem como objetivo apresentar uma revisdo desses fundamentos
mateméticos, de modo que o curso possa ser compreendido.

2.1 Vetores
Um vetor € um conjunto de nimeros, que pode ser escrito como

p= (pl, P2 ..., pn)

O vetor p € um vetor de dimensdo n, ou sga, possui n elementos. Vetores sdo geralmente
representadas por letras minUsculas em negrito, e seus elementos sdo geralmente representados por
letras mindsculas com um subscrito. A letra usada para os elementos é normamente a mesma letra
utilizada para o vetor. O subscrito representa o indice do elemento no vetor. Por exemplo, p; € 0
segundo elemento do vetor. A notacdo p;indica o i-ésimo elemento do vetor.

2.1.1 Soma e subtracéo de vetores

Dois vetores podem ser adicionados se e somente se eles tiverem a mesma dimensdo. Para somar dois
vetores, basta somar individualmente cada elemento deles. O vetor resultante sera da mesma dimensao
do vetores originais. Simbolicamente, temos que, ser =p + q, entdo ri= p; + q;, paratodo .

Dados os vetores
p=(4517) q=(1-23,-4) r=(1,54

temos que:

v p+q=(53473);

v ndo é possivel computar p +r,nemq +r, vistoquep eq sdo de42dimensdo er éde 32
Um vetor pode ser multiplicado por um escalar, multiplicando-se cada elemento do vetor por este
escalar. Por exemplo,

2(1,3,-2=(2,6,-4)
Subtracdo entre dois vetores é equivaente a somar 0 primeiro com o produto do segundo pelo escalar
-1. Entdo s-t = s+ (-t). Por exemplo.
(1,4,3)-(0,2,-1)=(1,4,3) +(0,-2, 1) = (1, 2, 4)

2.1.2 Vetores LD e LI

Um conjunto de vetores p1, pa2, -.. , Pn, € dito linearmente independente (L1) se e somente se, para todo
q;red,

é. iPj =0

j=1

Prof. Erico Lisboa 5 http://www.ericolishoa.eng.br



2 - Algebra linear Pesquisa Operacional

implicaquetodo g ; = 0, onde q ; sGo quantidades escalares. Se
aap, =0
i=1

paraalgumq;* O, os vetores sd0 ditos linearmente dependentes (LD). Por exemplo, os vetores

P1= (1’ 2) P2 = (21 4)
sdo linearmente dependentes, jaque existeq 1 =2 e, =-1 paraos quais

gip1+q2p2=0.

2.2 Matrizes
Uma matriz € um conjunto retangular de nimeros, que pode ser escrito como
& a - - - 9
(;8.21 Ay .. . Ay
¢C. .. N
A=¢ -
G i
éaml a'mn a'mn B

A matriz A é uma matriz de ordem m x n, ou sgja, possui m linha e n colunas. Matrizes sdo geralmente
representadas por letras mailsculas em negrito, e seus elementos sdo geralmente representados por
letras minUsculas com dois subscritos. A letra usada para os el ementos é normamente a mesma letra
utilizada para a matriz. Os subscritos representam respectivamente a linha e a coluna ocupadas pelo
elemento na matriz. Por exemplo, ay3 € 0 elemento localizado na segunda linha e na terceira coluna da
matriz. A notag&o a; indica o elemento localizado nai-ésimalinha e naj-ésima coluna da matriz.

Duas matrizes A e B sdo iguais se a; = bjj paraqualquer i e . Paraisso, & necessario que as matrizes A
e B sgam de mesma ordem, ou sgja, tenham 0 mesmo numero de linhas e 0 mesmo ndimero de
colunas.

2.2.1 Soma e subtracdo de matrizes

Duas matrizes podem ser adicionadas se e somente se elas forem da mesma ordem. Para somar duas
matrizes, basta somar individualmente cada elemento delas. A matriz resultante sera da mesma ordem
das matrizes originais. Simbolicamente, temos que, se C = A + B, ent8o ¢; = g;; + bjj, paratodo i ej.

Dadas as matrizes

e 5 1 70 ad -2 3 -4¢
A=¢5 2 0 11 B=¢2 1 2 0-
&1 3 2 45 %4 0 1 -55
e 5 1 70 d 5 40
C=¢5 2 0 15 D=¢2 -7 o0-
&1 3 2 44 2 1 35

Prof. Erico Lisboa 6 http://www.ericolishoa.eng.br
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temos que:
v’ asmatrizes A e C sdoiguais;

® 3 4 390
v A+B=¢{7 3 2 1%
&3 3 3 -1y

v ndo é possivel computar A + D, nemB + D, visoque A eB sao3x4eD é3x 3.

Uma matriz pode ser multiplicada por um escalar, multiplicando-se cada elemento da matriz por este

escalar. Por exemplo,
el 30 2 60
2 == .
E-z Oy §-4 Og

Subtracdo entre duas matrizes é equivalente a somar a primeira com o produto da segunda pelo escalar
-1. Ent&o E - F = E + (-F). Por exemplo.

el 40 0 20¢_el 4Q+ae0 26 @l 20
g—Z OE gl -1g_g-2 OE g-l 13— 3 15.

2.2.2 Produto de matrizes

O produto de duas matrizes somente pode ser efetuado se 0 nimero de colunas da matriz a esquerda
for igual a0 nimero de linhas da matriz a direita. O produto de matrizes €, em geral, ndo comutativo,
ou sgja, dadas duas matrizes A e B e seu produto, AB, o produto BA pode ndo exigtir e, se existe, pode
ndo ser igual a AB. O produto de duas matrizes tem o nimero de linhas da matriz & esquerda e o
ndmero de colunas da matriz a direita. Ou sgja, sendo C = AB,seAémxneB énxp, Cémxp.

Os elementos da matriz resultante sdo cal culados através do somatério dos produtos de elementos das
duas matrizes. Especificamente, c; é calculado por a1 by + &2 by + ... + ain by, onde n é o nimero de
colunas de A e delinhas de B.

Exemplos:
Aa 1 06
Ad 2 -1o C +
1. A= : B=¢2 -1 1-
& 1 35 I
&1 2 3
A -3 -10
AB = = (BA néo existe)
7 7 10
el -20
2 - 14 =
2 A= 2 B=g-1 1-
2 1 34 81 3=
2
23 0 -70
pp=F 2 730 BA =¢ +
= = =¢1 -1 4=
g4 65 €7 5 8%
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Note que no primeiro exemplo existe apenas o produto AB, ndo sendo possivel efetuar o produto BA.
No segundo exemplo, apesar de ser possivel efetuar os dois produtos, as matrizes resultantes ndo sdo
iguais, ndo sendo sequer do mesmo tipo.

2.2.3 Matrizes especiais

Matriz quadrada

Uma matriz quadrada tem o mesmo nimero de linhas e de colunas. A ordem de uma matriz quadrada €
0 seu humero de linhas (ou de colunas).

Exemplos: matrizes 2 x 2 (22 ordem), 3 x 3 (32 ordem), n x n (n-ésima ordem).

Matriz nula
Uma matriz nula possui zeros em todos 0s seus el ementos.
20
a® 0 00 ¢cO 0+
Exemplos: o -
go 0 0y S0 07
0 Oy

A matriz nula é equivalente ao zero para adi¢do em algebra escalar, ou sgja, se B € uma matriz nula de
mesmotipode A, entito A+ B =B + A =A.

Matriz identidade

Uma matriz identidade, denotada por |, € uma matriz quadrada onde sua diagonal principal € composta
de 1's e todos 0s outros elementos sdo zero.

0 0 00

ada 0 O(jgé 9
Exemplos: QO 1 0: ¢0 10 O?
& 'S 0 1 0F

0 0 1 +
: ‘Z‘go 0 15

o O

A matriz identidade € equiva ente ao um para produto em dgebra escalar, ou sgja, Al = A.

Matriz transposta

A transposta de uma matriz € a matriz obtida pela troca das linhas pelas colunas da matriz original, de
modo que a coluna j da matriz original passe a ser alinhaj da matriz transposta e a linha i da matriz
origina passe a ser a coluna i da matriz transposta. A transposta de uma matriz A é indicada pela
notacdo A ou A",

&l 20

2 - 18 *

Exemplos: A :aé_ 8 AT :g 2 1-
213y g o

- 2

A transposta de uma matriz m x n serd sempre umamatriz n x m.

Prof. Erico Lisboa 8 http://www.ericolishoa.eng.br
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Matriz simétrica

Uma matriz é dita simétrica se ela for igua a sua transposta. Ou sgja, uma matriz A, simétrica, é
necessariamente quadrada e a;; = &;;.

& 5 19

- 106 =

Exemplos A= A" :gfll ,2. B8 =¢5 -7 0:
e 1 0 35

Matriz anti-simétrica

Uma matriz é dita anti-simétrica se ela for simétrica & sua transposta, isto é A = - A". Ou sgja, uma
matriz A, simétrica, € necessariamente quadrada e a; = - g;. Os elementos da diagona principal de
uma matriz anti-simétrica séo necessariamente nulos.

&0 -5 1o

16 0
Exemplos:A:-AT:g?o1 Og,B:-BT:ES 0 0:
e &1 0 0g

2.2.4 A inversa de uma matriz

A operacdo de divisdo ndo é definida em algebra matricial. Entretanto, para certas matrizes quadradas
existe outra (Unica) matriz quadrada de mesma ordem que o produto das duas matrizes € a matriz
identidade. Esta matriz é chamada de matriz inversa da primeira matriz. A inversa de uma matriz é
designada pelo expoente - 1.

a2

2 .
Exemplo: A =g O ps=®2 730 pptopipc

25 -1 24

2.3 Sistemas de Equacdes Lineares

Tanto as linhas quanto as colunas de uma matriz podem ser tratadas por vetores. Um vetor pode ser
considerado uma matriz de uma unica linha, ou uma Unica coluna. Quando um vetor é considerado
uma matriz com uma Unica linha, € chamado vetor linha. Quando é uma matriz de uma Unica coluna, é
chamado de vetor coluna. Um vetor coluna serd representado da mesma forma que um vetor
convencional, ou sgja, uma letra mindscula em negrito (p, g, r). Quando for o caso de um vetor linha,
ele seré representado como um vetor transposto (p', ', r').

Suponha o seguinte sistema de equagdes lineares:
2X1-X%X =7
-X1+4%=0
Este sistema pode ser representado na forma matricial por
22 -1t 0_ado
g' 1 4 gxz 3_ 03

ou

Prof. Erico Lisboa 9 http://www.ericolishoa.eng.br



2 - Algebra linear Pesquisa Operacional

ondeA:Ee2 <,
-1 45

b= Eig ex= g:l 2
2@
O vetor colunax € o vetor solucdo do sistema de equagdes e pode ser cal culado por
x=A"b.
Para a solucéo de um sistema de equaces lineares, sdo propostos alguns métodos.

2.3.1 Método algébrico por adicédo

Pelo menos uma das equacdes deve ser multiplicada por um escalar real, de modo que, apds a soma
das equacdes, apenas uma das variaveis sgja efetivamente a incdgnita do problema. Por exemplo,

4 x; + 8%, =160
6 X1 +4 % =120
Multiplicando a segunda equacéo por (-2), temos
4x; + 8%, =160
-12 X1 - 8 %, =-240
Somando as duas equagdes, chega-se a:
-8 x1=-80

Dai, calcula-se facilmente o valor de x; e, substituindo este valor em qualquer uma das equactes
acima, calcula-se o valor de x,.

X1 = 10
Xo =15

2.3.2 Método algébrico por substituicao

Isola-se uma das varidveis em uma das equacdes, substituindo-se a relacéo obtida na outra equacéo.
Por exemplo,

4x; + 8% =160
6 X1 +4 % =120
Manipulando a primeira equacdo, temos que
_160- 8x, _ 20- 2x,
Substituindo x; na segunda equagéo,
6(40-2x2) +4x =120
Resolvendo a equacéo algebricamente, e aplicando o valor de x, encontrado na primeira equagao
240- 12 %, + 4 %, =120
-8 x,=-120
X2 =15
X1 =10
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2.3.3 Método de Gauss-Jordan

Consiste da derivacdo de um sistema especifico de equactes lineares que tenha a mesma solucdo que o
sistema origina. Este novo sistema devera ter o formato de uma matriz identidade, o que pode ser
obtido através de combinacOes lineares das equacfes originais. Assim, pretende-se que

4x1+8x =160 ® 1x+0x:=a
6 X1 +4 % =120 Oxp+1x=Db
S80 permitidas as seguintes transformagoes lineares:

Trocade linhas
Multiplicagéo da linha por um escalar
Soma de uma linha multiplicada por um escalar auma outra linha

Notacéo:
Lo« L trocadaslinhasn em;
Ln- KkLp multiplicagdo dalinhan pelo escalar k;

Ln- LnatkL soma da linha m multiplicada pelo escalar k alinhan.

Para resolver o exemplo acima, sdo seguidos 0s seguintes passos.
1. Ly- Li/4(divisdodalinhal por 4) - transformagéo do coeficiente de x; na equacdo 1 para 1.
X1+ 2% =40
6 X1 +4 % =120

2. Lo~ Ly-6L; (subtragcdo dalinha 2 pelalinha 1 multiplicada por 6) - transformac&o do coeficiente
de x; naequagdo 2 para 0.

X1+ 2% =40
0x-8x=-120
3. Lo~ -L,/8(divisdo dalinha 2 por (-8)) - transformag&o do coeficiente de x, na equagéo 2 para 1.
X1+ 2% =40
Ox;+1x=15

4. L;— Li-2L,(subtragdo dalinhal pelalinha 2 multiplicada por 2) - transformac&o do coeficiente
de xz naequagdo 1 para 0.

X1 +0x =10
O0xp+1x=15
Solucéo
x; =10
X2 =15
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CAPITULO 3

PROGRAMACAO LINEAR

3.1 Definicao

O problema geral de programacdo linear € utilizado para otimizar (maximizar ou minimizar) uma
funcdo linear de variaveis, chamada de "funcdo objetivo”, sujeita a uma série de equacbes ou
inequacdes lineares, chamadas restricdes. A formulagcdo do problema a ser resolvido por programagao
linear segue alguns passos bési cos.

v deve ser definido o objetivo basico do problema, ou sgja, a otimizacdo a ser alcangada. Por
exemplo, maximizagdo de lucros, ou de desempenhos, ou de bem-estar social; minimizagéo
de custos, de perdas, de tempo. Tal objetivo seré representado por uma funcéo objetivo, a ser
maximizada ou minimizada;

v/ para que esta funcdo objetivo sgja matematicamente especificada, devem ser definidas as
varidveis de decisdo envolvidas. Por exemplo, nimero de maquinas, a érea a ser explorada,
as classes de investimento a disposicdo etc. Normalmente, assume-se que todas estas
varidveis possam assumir somente valores positivos;

v’ estas variaveis normalmente estdo sujeitas a uma série de restricdes, normamente
representadas por inequacdes. Por exemplo, quantidade de equipamento disponivel, tamanho
da &ea a ser explorada, capacidade de um reservatério, exigéncias nutricionais para
determinada dieta etc.

Todas essas expressoes, entretanto, devem estar de acordo com a hipétese principal da programagao
linear, ou sgja, todas as relagdes entre as varidvels deve ser lineares. |sto implica proporcionalidade das
quantidades envolvidas. Esta caracteristica de linearidade pode ser interessante no tocante a
simplificacdo da estrutura matemética envolvida, mas prejudicial na representacéo de fendmenos néo
lineares (por exemplo, funcdes de custo tipicamente quadréticas).

3.2 Formulagcéo de Modelos
O problema geral de programagéo linear pode ser definido por
Maximizar (ou minimizar)
Z =C X, +C,X, +...+C X,
sujeito a
a X ta,X +..+a,x £b (ou?, ou=)

ay X, tayXx, +...+a, x, £b, (ou3, ou=)

a % ta, X, +..+a, x, £b_ (ou3,ou=)

Xy Xppeen X, 20
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3.3 Exemplo
Vamos rescrever aqui 0 exemplo da segéo 1.3.

"Uma empresa de comida canina produz dois tipos de ragdes: Tobi e Rex. Para a manufatura das
ragOes sdo utilizados cereais e carne. Sabe-se que:

v' aragdo Tobi utiliza 5 kg de cereais e 1 kg de carne, e aragéo Rex utiliza 4 kg de carne e 2 kg de
cereas;

<

0 pacote de racéo Tobi custa$ 20 e o pacote de racdo Rex custa $ 30;

<

o kg de carne custa$ 4 e o kg de cereaiscusta $ 1,
v’ estdo disponiveis por més 10 000 kg de carne e 30 000 kg de cereais.
Desgja-se saber qual a quantidade de cada ragdo a produzir de modo a maximizar o lucro.”

Nosso modelo desgja maximizar o lucro (2) a partir da quantidade de racéo Tobi (x;) e de racéo Rex
(x2). A Tabela 3.1 apresenta o cdlculo do lucro unitério de cada racéo.

Tabela 3.1 - Cédculo do lucro unitério de cada ragdo

Racdo Tobi Racdo Rex

Custo de carne 1kgx$4=%4 4kgx$4=3%16
Custo de cereais 5kgx$1=$%$5 2kgx$1=%2
Custo total $9 $18
Preco $20 $30
Lucro $11 $12
A fungdo objetivo pode ser escrita como
maximizar Z=11x3+12x,
sujeito a 1 x; + 4 x; £ 10000 (restricéo de carne)

5x; + 2 X2 £ 30000 (restricéo de cereais)

X1, %23 0 (positividade das variaveis)

3.4 Solucao Grafica

Este problema com apenas duas variaveis pode ser resolvido graficamente. Traca-se um grafico com
0S Seus e X0s sendo as duas variaveis X; e X. A partir dai, tracam-se as retas referentes as restricdes do
problema e delimita-se aregido vidvel (Figura 3.1).

Encontrada a regido viavel, deve-se tracar uma reta com a inclinacdo da funcéo objetivo. Sdo entdo
tracadas diversas paralelas a ela no sentido de Z crescente (maximizagéo da funcdo), como na Figura
3.2. O ponto 6étimo € o ponto onde a reta de maior valor possivel corta a regido viavel (normalmente
num vértice).
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X1

1x,+ 4% £ 10000

5 X1+ 2% £ 30000

X2

\

Figura 3.1 - Regido viavel para o problema das ragdes.
X1
~ Z = 11 x + 12 x; = 744444 (solugdo 6tima)
Z=11x1+ 12X,

X2

\

Figura 3.2 - Busca da solucgdo 6tima para o problema das racoes.
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Pesquisa Operacional

CAPITULO 4

O METODO SIMPLEX

O Método Simplex caminha pelos vértices da regido viavel até encontrar uma solucdo que ndo possua
solucdes vizinhas melhores que ela. Esta é a solucdo 6tima. A solucdo 6tima pode ndo existir em dois
casos. quando ndo ha nenhuma solucéo viavel para o problema, devido a restricdes incompativeis; ou
quando ndo h&d maximo (ou minimo), isto € uma ou mais varidveis podem tender a infinito e as
restri¢des continuarem sendo satisfeitas, o que fornece um valor sem limites para a funcéo objetivo.

4.1 Exemplo de um Problema

O modelo de programacao linear pode ser resolvido por um método de solugdo de sistema de equacdes
lineares. O processo que sera apresentado no exemplo a seguir, retirado de ANDRADE (2000), é
bastante intuitivo e tem por finalidade apresentar a metodol ogia utilizada pelo método Simplex.

a) Formulagdo do problema

"Uma marcenaria deseja estabel ecer uma programacao diaria de producdo. Atualmente, a oficina
faz apenas dois produtos. mesa e armério, ambos de um s modelo. Para efeito de simplificagéo,
vamos considerar que a marcenaria tem limitagdbes em somente dois recursos. madeira e
mao-de-obra, cujas disponibilidades diérias sGo mostradas na tabela a seguir.

Recur so Disponibilidade
Madeira 12m?
M 3&o-de-obra 8H.h

O processo de producdo é tal que, para fazer uma mesa a fébrica gasta 2 m? de madeira e 2 H.h
de m&o-de-obra. Parafazer um armério, a fabrica gasta 3 m* de madeirae 1 H.h de méo de obra.

Além disso, o fabricante sabe que cada mesa da uma margem de contribui¢cdo parao lucro de $ 4
e cadaarmério de $ 1. O problema é encontrar o programa de producdo que maximiza a margem

de contribuicéo total parao lucro.”
b) Montagem do modelo

Asvariaveis de decisdo envolvidas no problema séo:

X1: quantidade a produzir de mesas
Xo: quantidade a produzir de armarios

A funcdo objetivo &

Lucro: Z=4X + X

Para as restricdes, arelacdo |6gica existente €

Utilizac&o de recurso £ Disponibilidade
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4 - O Méodo Simplex Pesquisa Operacional

Assim temos
Madeiras 2x; + 3% £ 12
Mé&o-de-obraa 2x;+x£8
X1, %23 0

O modelo completo &

Maximizar: Z2=4X + %

Sujeito a 2x+3x£12
2X1+% £8
X1, %3 0

¢) Solucéo do modelo

Ja conhecemos 0 método de solucdo grafica para problemas de programacdo linear de duas
variaveis. Serd agora apresentada a solucdo por sistemas de equactes lineares.

De forma a transformar as restricdes do problema de programagdo linear de inequagcdes em
equacdes, sdo introduzidas as varidvels de folga. Neste problema, as restricdes tém a seguinte
estrutura logica:

Utilizag&o de recurso £ Disponibilidade.

Ao seintroduzir o conceito de folga de recurso, ainequacéo pode ser escrita como
Utilizac&o de recurso + Folga = Disponibilidade.

Isso significa que
Utilizacdo de recurso < Disponibilidade implica Folga> 0;
Utilizac&o de recurso = Disponibilidade implica Folga= 0.

Deste modo, a folga de cada recurso pode ser representada por uma variavel de forma
exatamente igual a producéo de cada produto. Desse modo, vamos chamar:

f1: folga de madeira;
f,: folga de méo-de-obra.

Introduzindo as variaveis de folga, o problema a ser resolvido passa a ser:
Maximizar: Z=4x+ X%
Sujeito a 2x+3x+f; =12

2X1+ % +f,=8

X1, X, f1, 123 0

O problema se transformou em encontrar a solucdo do sistema de equacdes lineares que
maximiza o lucro. Como neste caso 0 nimero de varidveis (m = 4) é superior a0 nimero de
equacgdes (n = 2), o sistema € indeterminado, apresentando infinitas solugdes.

No entanto, todas as variaveis devem ser maiores ou iguais a zero. Atribuir zero a uma variavel
significa ndo produzir um dos produtos (se a variavel for x; ou Xp) ou utilizar toda a
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disponibilidade de recursos (se a variavel for f; ou f,). Desta forma, podemos encontrar solucfes
para o sistema de equacdes zerando duas variaveis (n - m = 2) e encontrando o valor para as duas
variaveis restantes. Teremos que resolver entéo

C2=4/(22)=6
sistemas de equages lineares.

Uma vez resolvido um sistema, serdo aplicados na funcdo objetivo os valores encontrados. As
variaveis zeradas sdo chamadas variaveis ndo-basicas. As variaveis cujos valores sdo calculados
pelo sistema de equacbes sdo chamadas variaveis bésicas.

c.1) Variaveis ndo-basicas: x1=0
Xo = 0

temos asvaridveisbasicas f; =12

f,=8
dando o lucro z=0
c.2) Variaveis ndo-basicas: X1 =0
fi1=0
temos asvaridveisbasicas x =4
f,=4
dando o lucro z=4
c.3) Variaveis ndo-basicas: X1 =0
f,=0
temos as varidveisbasicas  x, =8
fi=-12

como f; < 0, asolucéo obtida é INVIAVEL.

c.4) Variaveis ndo-basicas: X =0
f1=0

temos asvaridveisbasicas X, =6

fo=-4

como f, < 0, asolucéo obtida & INVIAVEL.
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c.5) Variaveis ndo-basicas: X =0
f,=0

temos asvaridveisbasicas  x; =4

fi=4

dando o lucro z=16

c.6) Variaveis ndo-basicas: fi=0
f,=0

temos as varidveisbasicas x; =3

Xo =2

dando o lucro z=14

Comparando todas as solucfes encontradas por este processo, achamos a solugdo 6tima, ou sgja,
X1 =4, % =0, f,=4,1f,=0, dando um lucro z= 16.

4.2 Desenvolvimento do Método Simplex

Da forma como foi resolvido o problema anteriormente, € necess&rio que muitos sistemas de equactes
sgjam resolvidos e suas solugbes comparadas. Para problemas reais de programacdo linear, esta
solucdo se torna inviavel. Desta forma, para termos condi¢des de resolver um problema de
programacao linear, precisamos de uma sistemética que nos diga:

v/ qual o sistema de equactes que deve ser resolvido;
v que o proximo sistema a ser resolvido fornecera uma solucdo melhor que os anteriores;
v como identificar um solucdo 6tima, umavez que a tenhamos encontrado.

Essa sistematica € o método Simplex, e as regras que 0 método utiliza para atender as trés questbes
acima sdo, basicamente, os critérios que desenvolvemos nos itens anteriores. Vamos voltar ab nosso
pequeno problema, ja com as variaveis de folga:

maximizar Z=4 X1+ X%
sujeito a 2x+3x+f; =12
2X1+X%+f,=8

X1, X, f1, 123 0

Vamos montar um quadro para ordenarmos as operagoes, colocando nele apenas os coeficientes das
varidveis. No caso da fungéo objetivo, vamos realizar a seguinte transformagao:

de: Z=4 X+ X%

paa z-4x-%=0
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Quadro 1
Base X1 X2 fl f2 b
f1 2 3 1 0 12
f, 2 1 0 1 8
z -4 -1 0 0 0

A Ultima coluna corresponde aos termos independentes das equacfes, e a Ultima linha contém os
coeficientes das variaveis na funcdo objetivo. Nessa Ultima linha teremos sempre a contribuicdo que
cadavaridvel daparao lucro tota z, por unidade, em cada iteracéo do processo de solugdo. Essa Ultima
linha sera chamada de func&o objetivo transformada, ou funcéo z-transformada.

a) Solucdo inicial

A solucdo inicial para o problema serd sempre obtida fazendo as varidveis originais do modelo (no
Caso X1 €Xp) iguais a zero e achando o valor das demais.

Assim, fazendo x; = X, = 0 (varidveis ndo basicas), obtemos do Quadro 1:

fi=12

f,=8 (varidveis basicas)

z=0
Asvaridveis béasicas estdo indicadas no Quadro 1, parafacilitar o acompanhamento das operacdes.
b) Segunda solucéao

Como a primeira solugdo claramente ndo é a melhor, vamos procurar outra que dé um valor maior para
z O problema é descobrir:

v Das duas varidveis ndo basicas (nulas) na primeira solucéo, qual deve se tornar positiva?
v Das duas varidveis basicas (positivas) na primeira solucéo, qual devera ser anulada?
Qual variével devera setornar positiva?

Vamos observar que na Ultima linha do Quadro 1 temos os coeficientes da funcdo objetivo que
mostram a contribuicdo para o lucro z de cada unidade produzida de mesa (x;) e de armario (xy).
Assim, aplicando o critério de que devemos produzir primeiro o produto que mais contribui para o
lucro, vamos comegar a producdo pela variavel xq, ja que sua contribuicdo unitéria para o lucro (4) é
maior que a contribuicdo de x,, igual al.

Logo, avariavel que devera se tornar positiva € x;.
Qual variavel devera ser anulada?

Nota-se pelo Quadro 1 que, na primeira equagao, o maior valor possivel de x; é 6, quando f; for igua a
zero (note que x; vale zero por ser variavel ndo basica). Qualquer valor maior de x; fara com que o
valor de f; fique negativo, o que ndo é permitido. Na segunda equacéo, 0 maior valor permitido para x;
€ 4, quando f; for igual a zero. Analisando simultaneamente as duas equagdes, percebe-se que 0 maior
valor possivel parax; € 4, ja que atende as duas equacoes.

Observe que esta andlise pode ser feita diretamente do Quadro 1, através da divisdo dos elementos da
coluna b pelos correspondentes elementos da coluna x;. O menor quociente indica, pela linha em que
ocorreu, qual a varidvel basica que deve ser anulada. Assim, como 0 menor quociente € dado pela
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divisdo 8/ 2 = 4, avaridvel basica a ser anulada € f,, que é a variavel positiva na atual solucdo, cujo
valor foi encontrado na segunda linha.

Assim temos;
Xo = 0
f2 =0

e 0 sistema restante deve ser resolvido para acharmos o valor de x; e fi. A solugdo desse sistema sera
feita usando o Quadro 1 com as equacdes completas e usando as operacdes validas com as linhas da
matriz, como apresentado no Capitulo 2.

12 operacéo: Dividir asegundalinhapor 2 (Lo = L2/ 2)

Quadro 1A
Base X1 X2 fl f2 b
f1 2 3 1 0 12
X1 1 1/2 0 1/2 4
z -4 -1 0 0 0

22 operagdo: Multiplicar a segunda linha do Quadro 1A por (-2) e somar com a primeira linha do
mesmo quadro, colocando o resultado naprimeiralinha(L; — Li-2Ly)

Quadro 1B
Base X1 X2 fl f2 b
fy 0 2 1 -1 4
X1 1 1/2 0 1/2 4
z -4 -1 0 0 0

32 operacao: Multiplicar a segunda linha do Quadro 1B por (4) e somar com aterceira linha do mesmo
quadro, colocando o resultado naterceiralinha(Ls = Lz +4Ly)

Quadro 2
Base X1 X2 fl f2 b
fy 0 2 1 -1 4
X1 1 1/2 0 1/2 4
z 0 1 0 2 16

Como a ultima linha (fungdo ztransformada) mostra as contribuic¢des liquidas para o lucro, caso as
variaveis x; e f, venha a ter seus valores aumentados de O para 1 e como estas contribuicfes tém seus
valores trocados com relacdo ao quadro original, concluimos que a solucéo encontrada € étima.

X1 =4,
X2 =0,
f1 =4,
f,=0e
z=16
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4.3 Procedimento do Método Simplex (Problemas de Maximizac¢&o)

Passo 1:
Passo 2:

Passo 3:

Passo 4:

Passo 5:

Passo 6:

Passo 7:

Introduzir as variaveis de folga; uma para cada desigual dade.

Montar um quadro para os calculos, colocando os coeficientes de todas as variaveis com 0s
respectivos sinais e, na tltima linha, incluir os coeficientes da fungdo objetivo transformada.

Estabelecer uma solucdo basica inicial, usuamente atribuindo valor zero as variavels
originais e achando valores positivos para as variaveis de folga.

Como préxima varidvel a entrar na base, escolher a variavel ndo basica que oferece, na
ultima linha, a maior contribuicdo para 0 aumento da funcéo objetivo (ou sgja, tem 0 maior
valor negativo). Se todas as varidveis que estdo fora da base tiverem coeficientes nulos ou
positivos nesta linha, a solucéo atual é 6tima. Se alguma dessas variaveis tiver coeficiente
nulo, isto significa que ela pode ser introduzida na base sem aumentar o valor da fungéo
objetivo. Isso quer dizer que temos uma solucdo 6tima, com o mesmo valor da funcéo
objetivo.

Para escolher avaridvel que deve deixar a base, deve-se realizar o seguinte procedimento:
a) Dividir os elementos da Ultima coluna pelos correspondentes elementos positivos da

coluna da varidvel que vai entrar na base. caso ndo hgja elemento algum positivo nesta
coluna, 0 processo deve parar, ja que a solugdo seriailimitada.

b) O menor quociente indica a equacdo cuja respectiva variavel basica devera ser anulada,
tornando-se variavel ndo basica.

Usando operagdes vélidas com as linhas da matriz, transformar o quadro de célculos de
forma a encontrar a nova solucéo basica. A coluna da nova variavel basica devera se tornar
um vetor identidade, onde o elemento 1 aparece na linha correspondente a varidvel que esta
sendo anulada.

Retornar ao passo 4 parainiciar outra iteracao.

4.4 Outro Exemplo
Vamos resolver pelo método Simplex o problema das races proposto no Capitulo 1, cujo modelo foi

apresentado no Capitulo 3.

maximizar Z=11x3+12x,

sujeito a X1 + 4 X, £ 10000
5x; + 2 x; £ 30000
X1, %23 0

a) Inclusdo dasvariaveis de folga

Com ainclusdo das varidveis de folga, o problema torna-se:

maximizar

sujeito a

Z=11x+12x%
X1+4X2+f1£10000
5x1+ 2 %+ f, £ 30000

X1, X, f1, 123 0
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b) Solucéoinicial
Base X1 X2 fl f2 b
f1 1 4 1 0 10000
f) 5 2 0 1 30000
z -11 -12 0 0 0

c) Primeiraiteracdo

Variavel aentrar na base:

Variavel asair dabase;

X2 (coluna com maior vaor negativo na tltima linha)

f1 (0 quociente 10000/4 € o menor quociente entre a Ultima coluna e a
colunadavaridvel x,, que vai entrar na base)

Li= L./4
Lo- L-2L,
L3= Lz+12L4
Base X1 X2 fl f2 b
X2 14 1 14 0 2500
fo 45 0 -1/2 1 25000
z -8 0 3 0 30000

d) Segunda iteracéao

Variavel aentrar na base:

Variavel asair dabase:

X1 (coluna com maior vaor negativo na tltima linha)

f, (0 quociente 25000/ 4,5 € o menor quociente entre a Ultima coluna e a
colunadavariavel x;, que vai entrar na base)

L,- L,/45
Li- Li-Lo/4
L;= L3+8L,
Base X1 X2 fl f2 b
Xo 0 1 0,2778 -0,0556 | 1111,11
X1 1 0 -0,1111 0,2222 5555,56
z 0 0 2,1111 1,7778 | 74444,44

€) Solucao étima encontrada

Como todos os valores da tltima linha (funcéo z-transformada) sdo positivos ou nulos, concluimos que

a solucdo encontrada é 6tima, ou sgja:

X1 = 5555,55
X2 =1111,11
z=7444444
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4.5 Aspectos Matematicos Singulares

Na modelagem de um problema de programacao linear, algumas situacdes especificas podem ocorrer,
0 que pode levar a casos em uma forma matemética diferente da apresentada até o momento.
Entretanto, alguns artificios matematicos ajudam a reduzir o modelo obtido a forma padréo estudada.
Estes artificios s8o mostrados a seguir.

4.5.1 Minimizagdo de uma fungao

A minimizagdo de uma funcdo z(x) é matematicamente andloga a maximizacdo da negativa desta
funcdo (-z(x)).

Exemplo: minimizar z=Cy X1 + C2 X2 + ... + Cn Xn
€ equivalente a
maximizar Z =-C; Xg - C2 X2 - ... - Cn Xn
comz=-z

Essa é uma das formas de se resolver os problemas de minimizagdo utilizando o mesmo agoritmo.
Caso que queira resolver diretamente, devemos aterar o critério de entrada das varidveis na base. A
variavel que entra na base passa a ser aguela que tem o maior valor positivo na linha z-transformada.
Caso todas tenham coeficientes negativos ou nulos, a solugdo obtida € étima.

4.5.2 Restricdes de limite inferior (3)

Uma desigualdade em uma direcdo (£ ou 3) pode ser mudada para uma desigualdade na direcéo
oposta, pela multiplicacdo de ambos os lados da desigualdade por (-1).

Exemplo: aaxXitaxsdhb
€ equivalente a
- alxl-a2X2£-b

4.5.3 Restri¢cdes de igualdade
Uma equacdo pode ser substituida por duas desigual dades de direcfes opostas.

Exemplo: aaxXitax=Db
€ equivalente a duas desigual dades simultaness:
axi+taxEb

X +taxx3b

4 5.4 Variavel irrestrita em sinal

Uma variave irrestrita em sinal (ou sgja, que pode ser positiva, nula ou negativa) pode ser substituida
pela diferenca de duas varidveis ndo negativas.

Exemplo: se avariavel x; for irrestritaem sinal, pode ser substituida pela diferenca (x'; - X"1)
com

x'13 0ex";30.
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4.6 Método Simplex em Duas Fases

O Método Simplex utiliza uma solucdo inicial viavel para comecar o processo iterativo, trabalhando
sempre dentro da regido viavel. Nos casos apresentados até o presente momento, a solucéo x; = 0, para
i =1, ..., neraumasolucdo viavel, ja que todas as restrigdes apresentadas foram do tipo (£). Quando as
restrigdes séo do tipo (=) ou (3), esta solugéo nédo existe.

Seja 0 exemplo abaixo:

minimizar z=10x+4 X% +5X3

sujeito a 8x1+3x+4x33 10
4x;+3%£8

X1, X2, X33 0

Como temos uma restricdo do tipo (3), a variavel de folga deve ter coeficiente negativo, tendo o
significado de umavariavel de excesso. O problema transformado €

minimizar z=10x1+4 X +5X%3
sujeito a 8x1+3x+4x3-f1=10
4x1+3%+f,=8

X1, X2, X3, f1, 123 O

onde f; € umavariavel de excesso e f, € umavariavel de folga

Note que, pelo processo de solucéo anterior, a variavel de excesso (f1) passaria a ter valor negativo na
solucdo inicia (-10), o que ndo é permitido. Assim, a solucdo x; = X, = X3 = 0 € inviavel. E necessario
entdo encontrar uma solucdo viavel para que o método Simplex possa ser iniciado.

A forma de se resolver isto € inventando novas variaveis. Estas variaveis sao chamadas de variaveis
artificiais, e representadas por z. Sera colocada uma variavel artificial em cada restricdo do modelo, ou

sga
8X1+3x+4x-f1+2 =10
4x1+3%+f,+2=8

X1, X2, X3, 1, T2, 21, 223 O

Como pode-se perceber, o problema com as restrigdes acima ndo € 0 mesmo problema, a ndo ser que
todas as varidvels z sgjam iguais a zero.

Desta forma, podemos resolver o problema em duas fases: na primeira fase, substituimos a funcéo
objetivo original por uma funcéo objetivo auxiliar:

Zuwx=-21-2=12X+6X +4x3-f  +1,- 18
Nesse momento, aplicamos o méodo Simplex de forma a maximizar a funcéo objetivo auxiliar, com

as restricbes contendo as variaveis auxiliares. A funcdo objetivo auxiliar serd maximizada quando
todas as varidvels z forem iguais a zero, ja que ndo podem conter valores negativos.
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A primeira fase do problema, que consiste na maximizacdo da funcdo objetivo auxiliar, fornecera uma
solucdo viavel para o problema original. A segunda fase consiste em resolver o problema original
tomando como solucéo inicial os valores obtidos pela primeira fase para as variaveis x; e fi.

a) Solucdo inicial

Para resolver o problema, monta-se 0 quadro de forma semelhante & sistematica, colocando-se a
funcado objetivo artificial na Ultimalinha. O quadro do exemplo fica:

Base X1 Xo X3 f, f, y4) Y. b
4] 8 3 4 -1 0 1 0 10
y) 4 3 0 0 1 0 1 8

zZ=-z 10 4 5 0 0 0 0 0
Zaux -12 -6 -4 1 -1 0 0 -18

Obs. Como a funcdo objetivo é de minimizacdo, ele foi transformado em um problema de
maximizagdo através da multiplicagdo de todos os coeficientes por (-1).

A seguir, aplica-se 0 méodo Simplex normalmente, usando como fungdo objetivo a Ultima linha.
Quando a solucdo étima for atingida, dois casos podem ocorrer:

Zux = 0: neste caso foi obtida uma solucéo basica do problema origina e o processo de
solugdo deve continuar, desprezando-se as variaveis artificiais e os elementos da
ultimalinha. E o inicio da segunda fase do processo.

Zux* 0: neste caso o problema original ndo tem solucdo vidvel, o que significa que as
restri¢cdes devem ser inconsi stentes.

b) Fase 1 - Primeira iteracao
Varidvel aentrar nabase: X3 (colunacom maior valor negativo na Ultima linha)

Variavel asair dabase: z; (0 quociente 10/8 € o menor quociente entre a tltima coluna e a coluna
davariave x;, que vai entrar na base)
L= L:/8
Lo~ Lo-41L1,4
L3— L3-10L,
La—- Lg+121L,
Base X1 Xo X3 f; f, Z Y2 b
X 1 3/8 12 -1/8 0 8 0 5/4
Z 0 32 -2 12 1 -1/2 1 3
Z=-z 0 14 0 5/4 0 -5/4 0 -12,5
Zaux 0 -3/2 2 -1/2 -1 312 0 -3

c) Fase 1 - Segunda iteracgao
Varidvel aentrar nabase: X (colunacom maior valor negativo na Ultima linha)

Variavel asair da base: z (0 quociente 3/(3/2) € o menor quociente entre a Ultima coluna e a
colunadavaridvel x,, que vai entrar na base)
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L= 2L,/3
L= L;-3L,2/8
Ls— L3-L,/4
Ls= Ls+3Ly/2
Base X1 Xo X3 f; f, Z y2) b
Xy 1 0 1 -1/4 -1/4 1/4 -1/4 1/2
Xo 0 1 -4/3 1/3 2/3 -1/3 2/3 2
zZ=-z 0 0 1/3 7/6 -1/6 -7/6 1/6 -13
Zayx 0 0 0 0 0 1 1 0

Como na ultima linha o valor da funcdo objetivo artificial é zero, a primeira fase terminou e a solucéo

encontrada é a solucdo basicainicia para a segundafase.

Removendo a Ultima linha e as colunas referentes as variaveis artificiais, o quadro se torna

Base X1 Xo X3 f, f, b
X1 1 0 1 -1/4 -1/4 1/2
Xo 0 1 -4/3 1/3 2/3 2

zZ=-z 0 0 1/3 716 -1/6 -13

d) Fase 2 - Primeraiteracao
Variavel aentrar na base:
Variavel asair dabase:

L= 3L,/2
Li- Li+Lo/4
Lz3= L3+L>/6

f, (coluna com maior valor negativo na Ultimalinha)

X2 (0 quociente 2/(2/3) é o menor quociente entre a Ultima coluna e a
colunadavaridvel x,, que vai entrar na base)

Base X1 Xo X3 f, f, b
X1 1 3/8 1/2 -1/8 0 5/4
Xo 0 3/2 -2 1/2 1 3

zZ=-z 0 1/4 0 5/4 0 -125

€) Solucao étima encontrada

Como todos os valores da Ultima linha (funcdo z-transformada) sdo positivos ou nulos, concluimos que

a solugdo encontrada é 6tima, ou sgja:

X1 = 1,25
Xo = 0
z=-7=125
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CAPITULO 5

A FERRAMENTA SOLVER (EXCEL)

Diversas ferramentas para solucéo de problemas de otimizac&o, comerciais ou académicos, segjam eles
lineares ou ndo, foram desenvolvidas. Dentre as ferramentas disponiveis, este curso se propde a
apresentar a ferramenta Solver, que acompanha o Microsoft Excel.

Apesar de a ferramenta Solver poder ser utilizada também para problemas de programacdo néo-linear,
neste curso serd apresentada apenas a sua utilizacdo para a solucdo de problemas de programacéo
linear. A utilizacdo para outros tipos de problemas segue 0 mesmo padr&o, sendo por isso intuitivo ao
usuério o seu aprendizado.

5.1 Definindo e Resolvendo um Problema

Inicialmente, devemos definir o problema na planilha do Excel. Vamos resolver como exemplo o
problema da ragdes, do Capitulo 3. A formulagdo do problema é a seguinte:

maximizar z=11x+ 12 %
sujeito a 1 x; + 4 x; £ 10000
5 X1 + 2 % £ 30000

X1, X23 0

Para definir o problema na planilha, devemos definir células para representar as variaveis de decisdo e
uma célula para representar o valor da funcdo objetivo. Além disso, as restrigdes também devem ser
definidas. Abraum novo arquivo no Microsoft Excel e siga 0s seguintes passos.

v' nacélulaAl digite"x1";
v" nacélulaB1 digite"0";
v' nacélulaA2 digite "x2";
v' nacélulaB2digite"0".
Ascélulas A2 e B2 guardar&o os vaores das variaveis de decisao x; e Xp, respectivamente.

Vamos agora definir a funcdo objetivo. As equagdes do Excel sdo sempre precedidas do sina de
igualdade (=), que indica que nesta célula sera efetuada uma conta. Preencha as células da planilha
conforme indicado a seguir:

v' nacélula A4 digite "Funcao objetivo";

v' nacélulaB4 digite"=11*B1+12*B2".
Na célula B4 sera calculado automaticamente o valor da funcéo objetivo, a partir da funcdo fornecida.

Qualquer alteracdo nos valores das células B1 ou B2 fard com que o valor da fungdo objetivo sgja
recal culado.
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Serdo definidas agora as restricbes do problema: As células de restricdo devem ser preenchidas da

seguinte forma:

v' nacélula A6 digite "Restricdes";

nacélula Cé6 digite "<=";
na célula D6 digite "10000";

nacélula C7 digite "<=";

na célula D7 digite "30000";
nacélulaB8 digite"=B1";
nacélula C8 digite ">=";
nacélulaD8 digite"0";

na célula B9 digite "=B2";
na célula C9 digite ">=";
nacélulaD9 digite"0".

AN N N N N N N N N

<

nacélulaB6 digite "= B1+4*B2";

nacélulaB7 digite "= 5*B1+2*B2";

Apbs preenchidas as células, a planilha deve estar igual a apresentada na Figura 5.1.

Figura5.1 - Planilha com as células preenchidas para utilizagdo da ferramenta Solver.

> Microzoft Excel - solver _ O] x|

”ﬁ arquiva  Edikar  Exibir  Inseriv Eormatar  Ferramentas Dados Janela Ajuda

=18 x|

DEEHSRY | BBET| o o

ez A8 BSS D

Arial w0 - NI S EE=EEFrmRS A
D11 | =

A B | [T =2 = [
1 %1 0 —
e 0
3
4 |Fungao objetivo; 0
i
b |Restricdes: 0l== 10000
7 Dj<= 30000
g 0l== 0
o O== 0 i
10
11 I _l
12
13 -
W 4> [pil\Plan1 { Planz /£ Plan3 / [EN | _PJJJ
Pronto || BREEETT I

Prof. Erico Lisboa

28

http://www.ericolisboa.eng.br



5 - A ferramenta Solver (Excel) Pesqguisa Operacional

Para otimizar a funcéo objetivo, vamos utilizar aferramenta Solver.

v
v

No menu Ferramentas, clique em Solver. A janela apresentada na Figura 5.2 se abrira.

Na caixa "Definir célula de destino", selecione a célula da funcdo objetivo (B4) clicando sobre
ela, ou simplesmente digiteB4.

Logo abaixo, é requerido que se escolha entre trés opcdes. Max, para maximizar a funcéo
objetivo, Min, para minimizar a funcdo objetivo, e Valor, que faz com que a fungéo objetivo
tenha determinado valor. No nosso exemplo, como queremos maximizar a fungéo objetivo,
escolheremos a opgcao Max.

Na caixa "Células varidveis', devem ser inseridas as células gjustaveis, que contém os valores
das varidveis de decisdo. Deve-se inserir um nome ou uma referéncia para cada célula
gjustavel, separando as células ndo-adjacentes por ponto-e-virgula. As células gjustaveis devem
estar relacionadas direta ou indiretamente a célula que contém o vaor da fungdo objetivo.
Podem ser especificadas até 200 células gustaveis. Para que o Solver proponha
automaticamente as células gjustaveis com base na célula de destino, clique em Estimar.

Na caixa Submeter as restricdes, devem ser inseridas as restricdes do problema. Para inserir
uma restri¢ao, siga 0s seguintes passos:

= cligue no botéo "Adicionar”. A janela apresentada na Figura 5.3 se abrirg;
* nacaxa"Referénciade célula’, selecione a célula contendo a primeira restricéo (B6);

* na caixa de selecdo, escolha a opgcdo que corresponde ao tipo de restricdo, que pode ser
menor ou igua (<=), maior ou igua (>=), igua (=), vaor inteiro (nim) ou valor binario
(bin). No nosso caso a opgao a ser escolhida é <=;

* nacaixa"Restricdo", definaa célula que contém o valor limite da restrigdo, ou sgja, D6;
= clique em OK para adicionar arestricéo;
* repita estes passos até que todas as restricdes estejam adicionadas.

Apbs serem adicionadas as restricdes, a janela deve estar igual a janela da Figura 5.2, exceto
talvez pela presenca dos cifrbes ($), que indicam que acélula é fixa.

Figura5.2 - Janela contendo os parametros da ferramenta Solver.

Parametroz do Solver EEd |
Definir célula de destino: $B$4 % g i

Igual a: : i : ]
qual & = Max O oMo " Yalor de: i Fechar |

~Células varidveis;

!$E‘$1J$E‘$2 EY| Estimar I

—Submeter s restripdes: Cpries |
$B6 <= 4046 - fdicionar
$EE7 == $047 B —_—‘-—J
$B48 = 4040 Alk
o= o _ Aersr |

_:] Excluir |

Redefinir tudo |

Ajuda I
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Figura 5.3 - Janela para adicionar restri¢des ao problema.

Adicionar restrigao E

Referéncia de célula: Restricio:

I 1= F Y
QK I Zancelar I Adicionar I Aijuda I

v Para resolver o problema, clique no botéo "Resolver". Se tudo estiver correto, a janela da
Figura 5.4 serd apresentada. Nesta janela, podemos escolher entre manter a solucéo encontrada
pelo Solver ou restaurar os valores originais. Também podemos selecionar relatérios, que
contém informagdes sobre 0 processo de solucdo do problema.

Figura5.4 - Janela de resultados do Solver.

Hezultados do Solver ﬂ %] |

2 Solver encontrou uma solucdo, Todas as restricdes e

condices otimizadas Foram atendidas, Felatarios
Resposta =
% ianter solucao do Solver S_Er_'s'b'l'dade
Limikes
o Restaurar valores originais ;I

Ik l Cancelar I Salvar cenaria. .. I Ajuda I

O processo de solucdo pode ser interrompido pressionando-se ESC. O Microsoft Excel recalculara a
planilha com os ultimos val ores encontrados para as células gjustaveis.

5.2 Instalando o Solver

Caso a opcao Solver ndo esteja presente no menu Ferramentas, isto € porque a ferramenta Solver ndo
foi instalada. Para instal&-la, proceda da seguinte maneira:

v" No menu Ferramentas, clique em Suplementos. Se 0 Solver ndo estiver listado na caixa de
didlogo Suplementos, clique em Procurar e localize a unidade de disco, a pasta e o nome de
arquivo para o suplemento Solver.xla (geralmente localizado na pasta Biblioteca\Solver) ou
execute o programa de instalagdo se ndo conseguir localizar o arquivo.

v" Nacaixade didogo Suplementos, marque a caixa de selecéo Solver.

Os suplementos que vocé selecionar na caixa de didogo Suplementos permanecerdo ativos até que
VOCE 0S remova.
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CAPITULO 6

O _PROBLEMA DE TRANSPORTE

Um problema bastante comum que muitas vezes pode ser modelado como um problema de
programacao linear é o problema de transporte. Este problema envolve o transporte de alguma carga de
diversas fontes a diversos pontos de destino. Dados o custo da distribuicdo entre cada fonte e destino,
as producdes das fontes e as capacidades dos destinos, pretende-se minimizar o custo total do
transporte.

6.1 Um Exemplo de Problema de Transporte
Seja 0 processo de producdo, transporte e depdsito apresentado na Figura 6.1,

Producdes Fabrica Deposito Capacidades

Fy = 120 @ Xy @ D; = 150
X12
X13
X2

F,=80 2 X22 i f @ D,=70

X23
F;=80 @ X33 @ D3 =60
Total = 280 O problema esté balanceado Total = 280

Figura 6.1 - Exemplo de um problema de transporte, com 3 fontes e 3 destinos

onde os custos de transporte c;j, dafonte i para o destino j sdo apresentados na Tabela 6.1.

Tabela 6.1 - Custos unitérios de transporte para o exemplo de problema de transporte

Custos (c;j) Destinos (j)
Fontes (i) 1 2 3
1 8 5 6
2 15 10 12
3 3 9 10

Formulando o problema por programagcéo linear, define-se como objetivo a minimizagéo do custo total
de transporte, ou sgja:

minimizar:  z=8X;1 +5X12 + 6 X33 + 15 Xo1 + 10 Xp2 + 12 Xo3 + 3 X33 + 9 X32 + 10 X3
sujeito a X11 + X12 + X33 = 120

X21 + Xo2 + Xo3 = 80 } restricoes de producéo

X31 + Xa2 + X32 = 80
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X11 + X21 + X31 = 150

X12 + Xo2 *+ X32 = 70 restri¢cdes de capacidade
X13 + Xo3 + X33 = 60

X;j® Oparai =1,23ej =123 restricoes de positividade

A solugdo do problema se torna mais comoda se os dados forem representados em um quadro
conforme aFigura 6.2.

Destino
1 2 3
1 \78 \75 \76 120 T
o X11 X12 X13 %
*g- 5 15 10 12 80 o]
L Xo1 X22 X23 3
3 ER [ o | [0} 4 3
X31 X32 X33
150 70 60
Capacidade

Figura 6.2 - Representacdo dos dados de um problema de transporte

6.2 Problema Classico de Transporte
O problema de transporte pode ser apresentado de forma genérica da seguinte forma:

m n
minimizar:  z=3 § ¢;X;

i=1 j=1

sujeito a ax =F
j=1
g

a x; =D,

.u‘

Xj% Oparai =1,..,mej=1,..,n,

onde: Cj = custo de distribuicéo entre afonte i e o destino j;
X = total a ser distribuido dafontei até o destino j;
Fi = Total produzido pelafontei;
D; = total a ser armazenado pelo destino j.

Para que o problema tenha solucéo, ele deve estar balanceado, ou sgja, devemos ter o total armazenado
igual ao total da producdo. Isso pode ser definido pela equacéo

4 J
aF=ap,.
i=1 j=1

O fato de o problema estar balanceado, faz com que uma das restri¢cdes sgja redundante. Isto significa
gue o problema se reduziraa (m+ n - 1) restricbes e (m x n) variaveis de decisao.
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Como se trata de um problema tipico de programacéo linear, ele pode ser resolvido pelo método
Simplex. Entretanto, técnicas especificas para este tipo de problema podem resolvé-lo de forma mais
rapida que o Simplex.

6.3 Método de Stepping-Stone

O método de stepping-stone chega a solugéo 6tima partindo se uma solucdo inicia e pesquisando se
alguma solucdo melhor pode ser obtida. Como o método parte de uma solucdo inicial, devemos
encontrar uma solucdo viavel qualquer para poder utilizar o método.

6.3.1 Solucao inicial

Vamos utilizar como exemplo o problema apresentado na Secdo 6.1. Para encontrar uma solucéo
inicial, sera utilizado o método do minimo custo. Este método consiste nos seguintes passos:

v" Atribuir o méximo possivel a varidvel com menor custo unitario e preenche com zeros a
linha ou coluna satisfeita. No exemplo, faz-se xs3 = 80 ja& que c3; = 3, utilizando
completamente o fornecimento da Fonte 3. Desta forma, X, € X33 devem ser iguais a 0.

v' Ajustar os elementos da linha ou coluna ndo gjustada a partir da variavel com menor custo.
Assim, no exemplo, na primeira coluna temos que fazer x;1 = 70 (menor custo unitario), de
forma a atender a capacidade do Destino 1. Logo, X1 deve ser igual a 0.

v' O processo é repetido para as varidveis com outros custos, em ordem crescente. Dessa
forma, devemos fazer x;, = 50, de forma a completar o fornecimento da Fonte 1, zerando
assm a variavel xi3. Para completar o quadro, devemos definir x,, = 20 (capacidade do
Destino 2) e X3 = 60.

Destino

1 2 3
8 5 6 -
L 70 50 0 120§
g [15 ] [0 ] [12 ] o, &
= 8
K 0 20 60 3
3 9 10 80 %

80 0 0
150 70 60
Capacidade

6.3.2 Processo iterativo

Cada célula vazia representa uma variavel ndo bésica que poderia entra na base. Para entrar, a
contribuicdo da varidvel ndo basica deve implicar a reducéo do custo total. Calculando essas
contribui¢cbes para a célula x;3:

v Aloque 1 unidade a x33. Assim, ndo € mais 60, mas 61 o total de unidades na coluna 3.

v' Paranao violar arestri¢ao da coluna 3, uma unidade devera ser subtraida de X3, que passa a
ter 59 unidades, e a coluna 3 com um total de 60 novamente.

v' Agoraalinha 2 totaliza 79 e ndo 80, o que pode ser corrigido com a adicdo de uma unidade
a Xoo (20 ® 21).

v" A coluna 2 fica entdo com um total de 71, o que pode ser corrigido com a subtracdo de uma
unidade de x.

v A linha 1 é automaticamente corrigida em fungdo do passo anterior.
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Para cada varidvel zerada, devemos determinar um caminho fechado de forma a calcular a sua
contribuicdo na fungdo objetivo. Estes caminhos sdo definidos por linhas verticais ou horizontais,
delimitando um poligono fechado. Apenas em um vértice deste poligono deve haver uma variavel
zerada, que € a propria variavel ndo basica que serd incluida na base. SO é possivel formar um Unico
caminho com essas caracteristicas para cada variavel zerada.

Encontrado o caminho minimo da variavel, sua contribuicdo é calculada alternando soma e subtracéo
dos custos unitérios dos vértices, comegando da variavel a ser incluida na base.

Vamos agora calcular a contribui¢éo de cada variavel ndo bésica na fungéo objetivo.

Variavel  Caminho Contribuicdo
X13 X13® X3 ® Xoo ® Xg» 6-12+10-5=-1
X1 Xo1 ® Xoo ® X120 ® Xqp 15-10+5-8=2
X32 X322 ® X ® X1 ® Xz 9-5+8-3=9
X33 X33® X23® Xoo ® X0 ® X1 ® X31 10-12+10-5+8-3=8

Como € um problema de minimizacdo, a varidvel a entrar na base sera aquela que contribui com o
maior reducdo no valor da funcdo objetivo, que é a varidvel x;3. O valor a ser alocado a esta célula
deve ser 0 maximo, de modo que nenhuma das variaveis fiqgue com valor negativo. Este valor é o
menor valor das variaveis que estdo nos veértices do caminho minimo com sina negativo. No caso, as
variaveis com sinal negativo s80 X2 € Xp3. L0ogo, 0 vaor a ser alocado € 50.

As demais varidveis vao adicionar ou subtrair 50, conforme o sina do vértice correspondente a
variavel sgia positivo ou negativo. Ou sgja, as varidvels passardo ater 0s seguintes valores:

X13 =0+ 50 = 50;
Xo3 = 60 - 50 = 10;
Xoo = 20+ 50 = 70;
X12=50-50=0.
Logo, avaridvel que sai da base € x;2. A seguir, € apresentado o quadro apos a primeira iteracéo.
Destino
1 2 3
L1 0 ; 0 ; 50 " 10 7
% ) 15 10 2 | ]
2 0 70 10 3
3 [ 3 ] [ 9 | [0 ] o 2
80 0 0
150 70 60
Capacidade

Recal culando as contribuicbes de cada variavel ndo basica na funcdo objetivo, temos que

Variavel

Caminho

Contribuicédo

X12
X21
X32
X33

X1, ® X13 ® Xo3 ® X
Xo1 ® X3 ® X13® Xqg
X32 ® X ® Xo3 ® X13 ® X1 ® X31
X3 ® X13® X113 ® Xa1

5-6+12-10=1
15-12+6-8=1
9-10+12-6+8-3=10
10-6+8-3=9
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Como todas as variaveis tém contribuicdo positiva, isto indica que a inclusdo de qualquer uma delas
fara aumentar o valor da funcéo objetivo, portanto a solucéo encontrada é 6tima.

6.4 Dificuldades do Problema de Transporte

6.4.1 Na&o balanceamento entre oferta e demanda
Caso isso ocorra, 0 problema ndo pode ser resolvido da maneira apresentada. Deve-se entéo criar uma
origem ou destino ficticio para que o problema esteja bal anceado.

Para 0 problemainicial, se a producéo total for maior que a capacidade total, criar um depdsito ficticio
com capacidade = producéo total - capacidade total, com custos de distribuicdo nulos. Se a producéo
total for menor que a capacidade total, criar umafébricaficticia

Outra maneira de se resolver o problema seria tratar as restri¢des pertinentes ndo mais como equacdes
€ Sim como inequagoes.

6.4.2 Solucdes multiplas

Ocorrem quando, detectada a solucdo 6tima, um dos valores das contribuicfes for zero. O caminho
fechado paraavariavel x; correspondente indicara a forma de obtengéo da solucéo alternativa
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CAPITULO 7

ANALISE DE REDES

7.1 Conceitos Basicos em Teoria dos Grafos

Diversos problemas de programacdo linear, inclusive os problemas de transporte, podem ser
modelados como problemas de fluxo de redes. Algoritmos especificos para determinados tipos de
problemas podem ser mais convenientes para a sua solucdo do que algoritmos mais genéricos.

Antes de continuar, serdo apresentadas algumas defini¢des da teoria dos grafos.

Definicdo 1
Um grafo linear consiste em diversos nds, ou pontos, sendo que cada né deve estar conectado
a um ou mais nds por arcos.

Um exemplo de um grafo linear € apresentado na Figura 7.1.

Nos: a, b, c, d, e, f Arcos: 1,2,3,4,5,6,7,8,9

Figura7.1 - Exemplo de um grafo linear.

Definicdo 2
Um grafo direto (ou rede direta) € um grafo em que o fluxo ao longo de um arco pode ser
efetuado apenas em um sentido.

Entretanto, pode-se substituir um arco com fluxo nos dois sentidos por dois arcos em sentidos
opostos. Desta forma, podemos utilizar redes diretas sem que 0 modelo esteja perdendo a sua
generaidade.

Definicdo 3
Um grafo bipartido é um grafo direto onde os nds sdo divididos em dois subconjuntos, onde
todos os arcos do grafo ligam um né de um subconjunto a um né do outro.

Um grafo representando um problema de transporte € um exemplo de grafo bipartido, ja que
todos os arcos ligam nos das origens a nds dos destinos.
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Definicéo 4
Um caminho ou canal é um conjunto ordenado de arcos que conectam dois nés através de nos
intermediérios, cada um dos quais estando exatamente em dois arcos do canal.

Um exemplo de canal no grafo da Figura 7.1 é o conjunto dos arcos 1, 5 e 7, que conectam 0s
nésaec aravésdosnésbee.

Definicdo 5
Um grafo conectado € um grafo é um grafo no qual existe caminho entre qualquer par de nos.
O grafo da Figura 7.1 € um grafo conectado.

Definicdo 6
Um laco é um canal que conecta um né a ele mesmo.

Osarcos 1, 5, 7, 8, 9 e 2 formam um laco conectando o n6 a (ou qualquer outro né do cana) a
ele mesmo.

Definicdo 7

Uma arvore é um grafo conectado que ndo contém lacos.

Exemplos de arvores no grafo daFigura 7.1 incluem os arcos 1, 3, 4, 6, 8 ou os arcos 2, 3, 4, 5,
8. O conjunto de arcos 1, 2, 3, 4, 7, 8 contém um laco (1, 2, 3), portanto ndo € uma arvore; o
conjunto de arcos 1, 3, 7, 8, apesar de ndo conter lagos, ndo forma uma arvore por ndo ser um

grafo conectado. Pode ser provado que uma arvore com n nés possui (n - 1) arcos e ha pelo
menos dois extremos (nds em apenas um arco) em uma arvore.

7.2 Problema de Fluxo Maximo
Um problema de rede usua € a determinacdo do fluxo méaximo entre dois pontos em uma rede.
Considere 0 seguinte exemplo, adaptado de ZIONTS (1974).

"Um produtor de gés natural tem uma rede de tubulagcdes conforme apresentado na Figura 7.2. As
capacidades de cada parte da rede estéo representadas em bilhGes de litros por dia. Um problema
ocorreu no ponto t, de modo que desgja-se fornecer a maior quantidade de gas possivel da producéo ao
ponto t. Portanto, o problema é encontrar a maxima capacidade da rede entre s e t de modo que a
maxima quantidade seja fornecida de s parat.”

a
15

10 t (destino)
s (origem)

18 10

b

Figura 7.2 - Rede de tubulacéo de gés.
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Mais formamente, o problema a ser considerado é a maximizagdo do escoamento de um né s
(chamado de origem) aum nd t (chamado de destino), sujeito as limitaces das capacidades dos arcos.

Neste problema, podemos considerar que a quantidade de gas que chega no ponto t € igud a
quantidade de gas que sai do ponto s. Isso pode ser representado por um arco ligando o ponto t ao
ponto s. Desta forma, o problema pode ser representado como um problema de programagéo linear
onde desgja-se maximizar o fluxo do n6 t ao n6 s (que € igua ao fluxo que sai do né s, ou ao fluxo que
chega no no t). As restricdes deste problema, além da capacidade de cada arco darede, é o fato de que
a quantidade de gas que chega em qualquer n6 € igual a quantidade de gas que sai deste mesmo no.

Asvaridvels de decisdo para este problema so:
Xo: fluxodonétaoné s,
x1: fluxo doné sao no g;
X: fluxo doné sao nb b;
xs: fluxodonbéaaondt;
Xq: fluxo doné b ao né a;
xs: fluxodonébaonét.
A funcdo objetivo, a ser maximizada, € o fluxo que chega no nd t, representado neste problema por Xo.

Para cada n6, o fluxo de gés que chega é igual ao fluxo de gés que sai. Convencionando sinal negativo
ao fluxo de gas que chega e positivo ao fluxo de gés que sai, temos as seguintes restricdes:

NOt: Xo-X3-Xs=0

nés -xo+xl+x =0

nta -x+x-x=0

nob:-x;+x4+x=0
As restri¢es de capacidade séo x; £ 10, X, £ 18, X3 £ 15, x4 £ 4 e xs £ 10.
O problema pode ser formulado ent&o como apresentado a seguir.
maximizar Z2=Xo
sujeito & Xo - X3 -Xs =

+X +tXg X =

- X1 X3 - X =
) +x4 +x =0
X1 £10
X2 £18
X3 £15
X4 £4

X5 £10
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7.3 Problemade Caminho Minimo

Um problema bastante comum envolvendo a teoria dos grafos € o problema de rota mais curta, ou
caminho minimo. Para cada arco de um grafo, define-se a disténcia que ele representa. O objetivo
deste tipo de problema € encontrar 0 caminho mais curto entre dois nés. O problema do caminho
minimo pode ser utilizado também para representar custos ou tempos minimos, em vez de distancias.

O agoritmo para a solucdo de problemas de caminho minimo que sera estudado é o algoritmo de
Dijkstra. Este algoritmo determina a distancia minima entre o vértice de origem (S) e os demais
vértices.

Para melhor apresentar o algoritmo de Dijkstra, vamos analisar o grafo da Figura 7.3.

s (origem)

t (destino)

Figura 7.3 - Exemplo de grafo para o problema de caminho minimo.

De forma a encontrar a rota mais curta, vamos montar duas tabelas. Na primeira (tabela de distancias
minimas), sdo colocadas trés colunas: 0 nome do nd, o nd de onde vem o caminho minimo até o n6 de
origem e a distancia do caminho minimo. Na segunda (tabela auxiliar), séo colocadas trés colunas. 0
nome do nd, o nd de onde vem o caminho considerado (ndo necessariamente 0 minimo) e a distancia
deste caminho.

Distancias minimas Auxiliar
noé ant. dist. noé ant. dist.

O primeiro n6 a ser analisado é o n6 de origem. Sua distancia ao n6 de origem € 0. Este n6 serd entéo
inserido na tabela de distancias minimas. Como o caminho minimo para este n6 ndo vem de nenhum
outro nd, na segunda coluna seréa col ocado apenas um trago.

Distancias minimas Auxiliar
noé ant. dist. noé ant. dist.
S - 0

Inserido um né na primeira tabela, colocaremos na segunda tabela todos os nos atingidos por este no.
No nosso exemplo, os nés a serem inseridos sdo 0s nés a, b e c. Para estes nds, o N6 de onde vem o
caminho € o proprio né s. A distancia do né de origem é a distancia do arco percorrido somada com a
disténcia do né anterior até a origem. No caso, adistanciado né s é 0. A tabela auxiliar fica entdo da
seguinte maneira.

Prof. Erico Lisboa 39 http://www.ericolishoa.eng.br



7 - Andlise de redes Pesqguisa Operacional

Distancias minimas Auxiliar
noé ant. dist. no ant. dist.
S - 0 a S 8
b S 5
c S 12

O préximo né a entrar na primeira tabela sera o né de menor distancia até a origem. No caso, o n0 a ser
incluido é o né b. Como na primeiratabela, o né b ainda néo foi inserido, podemos inclui-lo.

Distancias minimas Auxiliar
no ant. dist. no ant. dist.
S - 0 a S 8
b S 5 b S 5 X
c S 12

Note que é marcado um X ao lado do n6 na segunda tabela, indicando que este nd ndo deve mais ser
considerado no teste de que né entra na primeira tabela.

Os nos atingidos pelo N6 b sdo os nés ¢ e e, que devem ser inseridos na tabela auxiliar. A distancia
destes nés até a origem € encontrada somando-se a distancia do arco com a distancia minima do n6 b
até a origem (mostrada na tabela de distncias minimas). Desta forma, as tabelas ficam da seguinte
maneira.

Distancias minimas Auxiliar
no ant. dist. no ant. dist.
S - 0 a S 8
b S 5 b S 5 X
c S 12
c b 9
e b 7

O préximo né a entrar na primeira tabela é o n6 e, vindo de b, com distancia até a origem 7.

Distancias minimas Auxiliar
noé ant. dist. noé ant. dist.
S - 0 a S 8
b S 5 b S 5 X
e b 7 c S 12
c b 9
e b 7 X
Os Unico no atingido por ele éo nd t.
Distancias minimas Auxiliar
noé ant. dist. noé ant. dist.
S - 0 a S 8
b S 5 b S 5 X
e b 7 c S 12
c b 9
e b 7 X
t e 19

O proximo né aentra é o no a, vindo de s, com distancia até a origem de 8.
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Distancias minimas Auxiliar
noé ant. dist. no ant. dist.
S - 0 a S 8 X
b S 5 b S 5 X
e b 7 c S 12
a S 8 c b 9
e b 7 X
t e 19
Os nos atingidos pelo nd asdo osnésc ed.
Distancias minimas Auxiliar
noé ant. dist. no ant. dist.
S - 0 a S 8 X
b S 5 b S 5 X
e b 7 c S 12
a S 8 c b 9
e b 7 X
t e 19
c a 10
d a 12
O préximo né aentrar € 0 n6 ¢, vindo de b.
Distancias minimas Auxiliar
no ant. dist. no ant. dist.
S - 0 a S 8 X
b S 5 b S 5 X
e b 7 c S 12
a S 8 c b 9 X
c b 9 e b 7 X
t e 19
c a 10
d a 12
Ondcatingeosnésdee.
Distancias minimas Auxiliar
no ant. dist. no ant. dist.
S - 0 a S 8 X
b S 5 b S 5 X
e b 7 c S 12
a S 8 c b 9 X
c b 9 e b 7 X
t e 19
c a 10
d a 12
d c 12
e c 10

O préximo né aentrar € o né ¢, vindo de a. Como o né ¢ ja esté incluido, marcamos ele com um X e
passamos para 0 proximo, que é o né e (vindo de c) que também ja esta incluido. O né ¢ (vindo de s)
também ja esta incluido. O préximo né que ainda ndo esta incluido € o n6 d, vindo de a ou de ¢, jaque
as duas distancias sdo iguais.
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Distancias minimas Auxiliar
noé ant. dist. noé ant. dist.
S - 0 a S 8 X
b S 5 b S 5 X
e b 7 c S 12 X
a S 8 c b 9 X
c b 9 e b 7 X
d a 12 t e 19
c a 10 X
d a 12 X
d c 12 X
e c 10 X
Os nos atingidos pelo n6 d sGo osnés e et.
Distancias minimas Auxiliar
noé ant. dist. noé ant. dist.
S - 0 a S 8 X
b S 5 b S 5 X
e b 7 c S 12 X
a S 8 c b 9 X
c b 9 e b 7 X
d a 12 t e 19
c a 10 X
d a 12 X
d c 12 X
e c 10 X
e d 18
t d 18
O no ejaestaincluido; entdo o préximo n6 a ser incluido é o né t, vindo de d.
Distancias minimas Auxiliar
noé ant. dist. noé ant. dist.
S - 0 a S 8 X
b S 5 b S 5 X
e b 7 c S 12 X
a S 8 c b 9 X
c b 9 e b 7 X
d a 12 t e 19
t d 18 c a 10 X
d a 12 X
d c 12 X
e c 10 X
e d 18 X
t d 18 X

Como todos os nos ja foram incluidos na tabela de disténcias minimas, o problema esta resolvido. A
tabela mostra, para cada né do grafo, a distancia minima até o n6é de origem. O caminho minimo vem
do né indicado na coluna de n6 anterior. Desta forma, pode-se determinar 0 caminho minimo
repetindo-se este passo sucessivamente até que o nd de origem segja encontrado. Para encontrarmos o
caminho minimo do né t, por exemplo, pegamos o né anterior a ele (d). O nd anterior ao nd d € o nd a,
Cujo no anterior € 0 N6 de origem (S).

Desta forma, 0 caminho minimo daorigem atéondété(s-a-d-t).
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O agoritmo pode entdo ser definido da seguinte maneira:
Passo 1. Inserir o n6 de origem na tabela de distancias minimas. Sua distancia até o n6 de origem € 0.

Passo 2. Colocamos na tabela auxiliar todos os nés atingidos por este n6. Para os nés incluidos na
tabela auxiliar, o n6 de onde vem o caminho € o nd recém inserido na tabela de distancias minimas. A
disténcia do né de origem é a distancia do arco percorrido somada com a distancia do nd recém
inserido na tabela de distancias minimas até a origem.

Passo 3. O préximo no a entrar na tabela de distancias minimas sera o ng, entre os nds ndo marcados
com um X, de menor distancia até a origem. Marca-se este n6 com um X. Caso este n0 ja esteja
inserido na tabela de disténcias minimas, devemos retornar ao passo 3.

Passo 4. Ap6s inserir 0 n6 na tabela de distancias minimas, volta-se ao passo 2 até que todos os nés do
grafo tenham sido inseridos na tabela de distancias minimas.

Passo 5. A tabela de distancias minimas indica a distancia do caminho minimo de cada n6 até o n6 de
origem, e o né de onde vem o caminho minimo.

Obs. 1: setodos os nés da tabela auxiliar ja tiverem sido marcados e alguns nés ainda néo tiverem sido
incluidos na tabela de distancia minima, isto indica que ndo ha caminho do né de origem até os nés
gue ndo foram incluidos.

Obs. 2: 0 agoritmo de Dijkstrando € valido caso existam arcos com valores negativos.
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CAPITULO 8

TEORIA DOS JOGOS

8.1 Introducéao

Um jogo representa uma situagdo de competicdo ou conflito entre dois ou mais oponentes. Estes
oponentes sdo usua mente chamados de jogadores (um jogador pode ser um time composto de mais de
uma pessoa, como num jogo de cartas de duplas - buraco por exemplo - onde apesar de haver quatro
pessoas, ha apenas dois jogadores). Alguns exemplos de jogos s&o:

v' jogos de saldo, como cara-e-coroa, jogo da velha, damas ou xadrez;
v/ competicao econdmica;
v" conflitos militares ou guerras.

Cada jogador tem um certo nimero de escolhas, finito ou infinito, chamadas de estratégias. Um
jogador supostamente escol he sua estratégia sem qualquer conhecimento prévio da estratégia escolhida
pelos outros jogadores. A partir das escolhas dos jogadores, 0 jogo fornece o resultado, ou saida,

definindo quanto cada jogador ganhou ou perdeu. Cada jogador faz sua escolha de modo a otimizar o
resultado.

Os jogos séo categorizados da seguinte maneira:
1. Tipos de saida
a) Determinada- as saidas sdo precisamerte definidas, dadas as estratégias tomadas.

b) Probabilistica - as probabilidades das diferentes saidas sdo conhecidas, dadas as estratégias
tomadas.

c) Indeterminada - as saidas possiveis séo conhecidas dadas as estratégias tomadas, mas ndo suas
probabilidades.

2. NUumero de jogadores

ad Umjogador - estes jogos sao chamados de jogos contra a natureza. Se a estratégia da natureza é
determinada, 0 jogo € trivia; se a estratégia da natureza € probabilistica, estes jogos séo
chamados de problemas de decisao; se é indeterminada, pode-se tratar o jogo como sendo de
duas pessoas se for atribuida alguma perversidade a natureza.

b) Dois jogadores.
C) njogadores (n maior que 2).
3. Natureza dos pagamentos
a) Somazero - a soma de todos 0s pagamentos € zero.
b) Soma constante - a soma de todos os pagamentos € constante e diferente de zero.
c) Somavaridvel - ndo ha nenhuma relacdo entre os pagamentos dos jogadores.
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4. Natureza da informacéo
a) Informagdo perfeita- conhecimento total de todos os movimentos anteriores.

b) Informacdo imperfeita.

8.2 Jogos de Dois Jogadores e Soma Zero

Dois jogadores e soma zero € o tipo de jogo mais estudado pela teoria dos jogos. De modo
simplificado, neste tipo de jogo cada um dos dois jogadores escolhe uma entre suas estratégias
possivels. Uma vez que ambos os jogadores tenham tomado suas decisdes, elas sdo anunciadas e uma
tabela de pagamentos (conhecida anteriormente pelos dois jogadores) € utilizada para determinar o
pagamento de um jogador ao outro.

A matriz abaixo representa o jogo. Nesta notagdo, a matriz representa o pagamento do jogador Y para
o jogador X. Se o valor for negativo, 0 pagamento se daré do jogador X para o jogador Y.

Y
D E F G Minimos
A 8 2 9 5 2
X B 6 ® 7 8 ®
C 7 3 4 7 -4
Mé&ximos 8 5 9 8

O jogador X pode escolher entre as estratégias A, B e C. O jogador Y pode escolher entre D, E, F e G.
O valor damatriz representa 0 valor a ser pago ao jogador X. Como é um jogo de duas pessoas e soma
zero, um ganho do jogador X implica umaigua perda do jogador Y. Isto significa que se o jogador X
escolher a estratégia A e 0 jogador Y escolher a estratégia G, 0 jogador X ganhara 9, ao passo que 0
jogador Y perderd os mesmos 9. Se o pagamento for negativo (por exemplo —4), o jogador X ganhara
-4, ou sgja, perdera 4, ao passo que o jogador Y ganhara 4.

Quando o jogador X escolhe a estratégia A, ele pode ganhar 8, 2, 9 ou 5, dependendo da estratégia
escolhida pelo jogador Y. Ele pode garantir, entretanto, um ganho de pelo menos min{8, 2, 9, 5} = 2,
independente da escolha do jogador Y. Da mesma maneira, se ele escolher a estratégia B, ele garante
um ganho de min{ 6, 5, 7, 8} =5 e se escolher a estratégia C, a pior hipétese € min{ 7, 3, -4, 7} = -4.
Estes valores estdo indicados a direita da matriz, chamados de minimos. Se o jogador X selecionar a
estratégia B, €le estd maximizando seu menor ganho, dado por max{2, 5, -4} = 5. Esta selecdo €
denominada maximin, ja que maximiza 0 minimo ganho de cada opcdo. O valor resultante desta
estratégia € chamado valor maximin.

O jogador Y, do outro lado, deseja minimizar suas perdas. Ele percebe que, se usar a estratégia D, néo
pode perder mais do que max{8, 6, 7} = 8. Para as demais estratégias, as maximas perdas estéo
apresentadas na matriz, como sendo o valor maximo de cada coluna. O jogador Y ira entdo escolher a
alternativa que minimize sua maxima perda, que € a estratégia E, uma vez que mir{8, 5, 9, 8} = 5.
Esta selecdo € denominada minimax, ja que minimiza a maxima perda de cada opgdo. O valor
resultante desta estratégia é chamado valor minimax.

Percebe-se que, para qualquer jogo de duas pessoas e soma zero, o vaor minimax € sempre maior ou
igual ao valor maximin. No caso de igualdade, as estratégias séo chamadas estratégias 6timas e 0 jogo
tem um ponto de sela. Este ponto € o ponto 6timo do jogo, e € igual ao valor maximin e ao valor
minimax. O ponto é otimo, ja que nenhum jogador mudara sua estratégia, uma vez gque o resultado sera
pior caso o outro jogador mantenha a estratégia.
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Em gerd, o valor do jogo deve satisfazer ainequagdo
valor maximin £ valor do jogo £ valor minimax.

8.3 Estratégias Mistas

Na secéo anterior, foi apresentado um jogo que continha um ponto de sela. Ha casos, entretanto, nos
guais este ponto de sela ndo existe. Como exemplo, € apresentada a matriz abaixo.

Y
C D E F Minimos
A 2 1 2 0
X B -1 0 3 2 -1
Méaximos 2 @ 3 2

Este jogo ndo possui um ponto de sela, e a estratégia minimax-maximin ndo é a estratégia 6tima, uma
vez que os jogadores podem melhorar seus resultados selecionando uma estratégia diferente. Neste
caso, 0 jogo € instavel.

Olhando para este jogo, percebe-se que algum tipo de troca de estratégias se faz necesséria. Se X
escolher entre as adternativas A e B de maneira sistemética (por exemplo, alternando entre A e B), esta
troca sistematica seré detectada pelo jogador Y. Entdo Y escolhera F quando X escolher A e C quando
X escolher B. Um argumento similar serve para Y. Portarto, a variagdo da escolha entre as alternativas
deve ter alguma aleatoriedade associada a ela. Suponhamos que o jogador X jogue uma moeda para
saber se escolhe a alternativa A ou B. Chamaremos de pa a probabilidade de escolher A e de pg a
probabilidade de escolher B. Os pagamentos esperados para uma estratégia aleatoria sdo 0s seguintes:

C D E F
2pa- P8 P 2pa+3ps 2pB

Ao jogar uma moeda, as probabilidades pa e ps S840 iguais, e valem 0,5. Neste caso, 0s pagamentos
esperados sdo:

C D E F
05 0,5 2,5 1,0

Entretanto, pode-se escolher uma estratégia que defina as probabilidades de modo a otimizar o
resultado. Suponhamos que o0 jogador X desgje maximizar 0 menor pagamento vindo de Y.
Designando este pagamento por u, o problema pode ser modelado como:

maximizar u

sujeito a 2pa-psEuU
paEu
2pat+3psf£u
2ps£ U
Patps=1
Pa, Ps 3 0
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E conveniente rearrumar o0 modelo de modo a ter todas as varidveis do lado esquerdo das equagdes e
inequagdes, ou sgja:

maximizar U

sujeito a 2pa-ps-UEOD
pa-U£O
2pa+3ps-UED
2ps-U£O
Patpe=1
Pa, P2 0
uirrestritoem sinal.

Em contrapartida, o jogador Y desga variar entre suas aternativas de modo a minimizar o maior
pagamento a0 jogador X. As probabilidades da esclha das dternativas C, D, E e F sdo,
respectivamente, gc, do, Je € gr. Designando o pagamento ao jogador X por v, o problema pode ser
modelado como:

minimizar v
sujeito a 20c+ o +2 Qe £Ev
- Jc +30e+2Qr£EV
c +Op+0Qe *+0r =1
Jc: Ops Ge, OF 2 O
O modelo pode ser rearrumado da mesma forma que o modelo referente ao jogador X.

Desta forma, ao serem definidas as probabilidades de cada alternativa, o jogador deve seleciona-las
seguindo esta probabilidade, de modo aleatorio, para que sua estratégia ndo seja detectada pelo outro
jogador.
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CAPITULO 9

RISCO E INCERTEZA

9.1 Conceito de Risco

Um fator que pode complicar bastante a solucdo de um problema de pesquisa operaciona é a
incerteza. Grande parte das decisdes sd0 tomadas baseando-se em algum tipo de previsdo. Mesmo em
casds NoS quais ndo sgjam hecessarias previsdes, outro fator complicador € a insuficiéncia de
informagdes. Desta forma, torna-se importante uma andlise do grau de incerteza existente no processo
de decisdo.

O risco pode ser definido "uma estimativa do grau de incerteza que se tem com respeito arealizacéo de
resultados futuros desgjados' (ANDRADE, 2000). Desta forma, se a faixa de valores previsiveis para
um determinado investimento for muito grande, o grau de risco do investimento também sera elevado.

Para melhor ilustrar o conceito de risco, vamos analisar 0 seguinte problema:

"Uma empresa estd em davida em relagdo a dois investimentos. o investimento A da um retorno de
$ 1000, com probabilidade de ocorréncia de 100%; o investimento B pode oferecer retornos de $ 800
(30% de probabilidade), $ 1000 (40%) ou $ 1200 (30%)".

Ambos os investimentos fornecem um lucro médio de $ 1000, mas, enquanto que no investimento A o
retorno de $ 1000 é garantido, no investimento B esta possibilidade é s6 de 40%. Em compensacéo, no
investimento B existe a possibilidade de lucrar mais (30%) e também a possibilidade de lucrar menos
(30%). Qual investimento a empresa deve escolher?

Este € um problema tipico envolvendo risco. O risco é a probabilidade de haver variagcBes nos
resultados previstos, ndo importando se essas variagdes S80 para mais ou para menos. A preocupacao
com as incerteza € maior quando as variagdes podem trazer prejuizo ou frustrar determinado
empreendimento.

9.2 Critérios para Decisédo sob Condicdes de Incerteza

Em muitos casos, definir a probabilidade de ocorréncia de possiveis eventos no futuro é uma tarefa
bastante complicada. Esta definicdo, muitas vezes, é resultado da sensibilidade e experiéncia do
profissional, sendo também interessante que os resultados atribuidos sgjam comparados aos de outra
pessoa, de forma a se chegar a um consenso sobre 0s graus de incerteza.

Uma vez atribuidos os graus de incerteza a cada alternativa, o analista se vé diante de um problema de
escolha de uma alternativa, que podera dar bons resultados se ocorrer um evento favoravel, mas que
podera resultar em fracasso, caso uma situagéo desfavoravel ocorra.

Sera mostrado a seguir um exemplo, extraido de ANDRADE (2000), para apresentar alguns critérios
gue podem gjudar o analista a escolher determinada alternativa, levando em conta o conjunto de
eventos possiveis de ocorrerem e 0s resultados esperados, associados aos eventos e as aternativas
disponivels.

A Cia. ABXT-Produtos Eletronicos Ltda. esta considerando o lancamento de um auto-radio e

tem quatro opcdes de modelo: ST, LX, LS e GL, que diferem entre s no acabamento e
caracteristicas técnicas. Os lucros anuais que cada modelo pode fornecer sdo dependentes das
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escalas de producdo, que por sua vez sdo fungbes dos contratos com revendedores e
fornecedores de pegas e componentes. Os custos ndo variam uniformemente com as producdes,
j& que a maioria dos componentes € comprada de fornecedores diferentes. Por outro lado, os
precos dependem da aceitagdo do mercado. Nessa etapa do processo de plangamento, a
empresa acredita que o lucro de cada alternativa ird depender da escala de producédo e venda de
cada tipo e, dessa forma, identificou quatro eventos que podem influenciar fundamentalmente
os resultados finais. S&o eles:

Evento 1: producéo e venda de 50.000 auto-radios por ano
Evento 2. producéo e venda de 70.000 auto-radios por ano
Evento 3: producéo e venda de 90.000 auto-radios por ano
Evento 4. producdo e venda de 100.000 auto-rédios por ano

E importante observar que a companhia ndo desga, neste estado de andise do problema,
realizar andlises mais detalhadas de custo e mercado, como por exemplo entrar em contato com
revendedores e fornecedores, para ndo gerar expectativas. Assim, desgja examinar o problema
em cardter preliminar, de forma a obter elementos para discutir, mais tarde, com os demais
Interessados.

Para cada um dos eventos, os lucros esperados de cada modelo séo fornecidos na tabela abaixo.

Tipo Evento 1 Evento 2 Evento 3 Evento 4
ST 26 24 24 23
LX 27 28 22 20
LS 25 27 29 31
GL 26 26 26 26

9.2.1 Critério Maximin (ou Minimax)

O critério Maximin se baseia em uma visdo pessimista do problema. Supde se que, escolhido um
determinado modelo, ocorrera o pior evento possivel. A alternativa sera escolhida como aquela que
tem a melhor entre as piores opcdes de todas as aternativas. Em outras palavras, deve-se determinar o
lucro minimo para cada aternativa e, em seguida, escolher a aternativa com o maior lucro minimo.

No caso em questdo, os lucros minimos para cada alternativa so os seguintes:

Tipo Lucro minimo
ST 23
LX 20
LS 25
GL 26

Desta forma, deve-se escolher produzir o modelo GL, uma vez que ele maximiza os lucros que podem
vir aocorrer na pior situagao possivel.

Por outro lado, se a decisdo for tomada em cima de custos (ao invés de lucros), deve-se minimizar o
custo maximo. Desta forma, deve-se adotar o critério andlogo ao critério Maximin, que é o critério
Minimax.

Prof. Erico Lisbhoa 49 http://www.ericolisboa.eng.br



9 - Risco e incerteza Pesquisa Operacional

9.2.2 Critério Maximax (ou Minimin)

O critério Maximax se baseia em uma visdo otimista do problema. Escolhido um determinado modelo,
supde-se que ocorrera 0 melhor evento possivel. A alternativa sera escolhida como aquela que tem a
melhor entre as melhores opgdes de todas as aternativas. Em outras palavras, deve-se determinar o
lucro maximo para cada alternativa e, em seguida, escolher a alternativa com o maior lucro maximo.

No caso em questéo, os lucros méximos para cada alternativa sdo 0s seguintes.

Tipo Lucro maximo
ST 26
LX 28
LS 31
GL 26

Desta forma, deve-se escolher produzir o modelo LS, uma vez que ele maximiza os lucros que podem
vir aocorrer na melhor situacdo possivel.

Da mesma forma, se a decisdo for tomada em cima de custos, deve-se minimizar o custo minimo.
Utiliza-se ent&o o critério andlogo ao critério Maximax, que € o critério Minimin.

9.2.3 Critério de Hurwicz
Este critério é intermediario entre 0 mais pessimista (Maximin) e o mais otimista (Maximax). Dado um
coeficiente de otimismo, v, o indice de cada alternativa é calculado de acordo com a formula abaixo.

X =V Xmax + (1= V) Xnin.
onde x € o indice resultante relativo a alternativa considerada, Xmax € 0 indice maximo da aternativa e
Xmin € 0 indice minimo. No nosso exemplo, o indice considerado € o lucro de cada alternativa.
O indice de otimismo é um valor rea entre 0 e 1, onde v = 0 indica pessimismo extremo (critério
Maximin) ev = 1 indica otimismo extremo (critério Maximax).

No caso em questdo, consideraremos v = 0,5. Os lucros maximos, minimos e resultantes para cada
alternativa sdo 0s seguintes:

Tipo Lucro méximo  Lucro minimo Lucro resultante
ST 26 23 26v+23(1-v)=245
LX 28 20 28v+20(1-v)=24
LS 31 25 3lv+25(1-v)=28
GL 26 26 26v+26(1-v)=26

As relagfes acima podem ser colocadas num gréfico, conforme a Figura 9.1, de forma a facilitar a
visualizacdo de como o coeficiente de otimismo afeta a deciséo.

Pelo grafico da Figura 9.1, podemos concluir que para valores de v entre O e 0,175 prevalece o radio
GL e paravaoresdev entre 0,175 e 1 prevalece a aternativado radio LS.

caso a decisdo deva ser tomada tendo como base 0s custos, o critério de Hurwicz deve ser adaptado da
seguinte forma:

X =V Xgin + (1 = V) Xmax.-
Neste caso, a aternativa escolhida é a que da o menor valor de x.
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Figura 9.1 — Representagdo gréfica do critério de Hurwicz.

9.2.4 Critério de Savage

Este critério procura determinar o arrependimento maximo de cada escolha. Para montar a matriz de
arrependimentos, determina-se 0 lucro méximo de cada evento. Para todos os eventos, calcula-se a
diferenca entre o lucro maximo e o lucro da aternativa em questao.

Considerando o0 caso em questdo, para 0s eventos 0s lucros maximos sao:

Evento Lucro maximo
1 27 (aternativa LX)
2 28 (aternativa LX)
3 29 (alternativa LS)
4 31 (dternativaLS)

Monta-se entdo a matriz com as diferencas entre o lucro maximo e os lucros das aternativas.

Tipo Evento 1 Evento 2 Evento 3 Evento 4
ST 27-26=1 28-24=4 29-24=5 31-23=8
LX 27-27=0 28-28=0 20-22=7 31-20=11
LS 27-25=2 28-27=1 29-29=0 31-31=0
GL 27-26=1 28-26=2 29-26=3 31-26=5

Para cada alternativa, o arrependimento maximo &

Alternativa

Arrependimento

ST
LX
LS
GL
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Pelo critério de Savage, a opcéo a ser escolhida é aguela que minimiza o arrependimento méximo. No
caso, deve-se escolher aalternativa LS.

Para 0 caso de custos, a adaptacdo é simples, bastando fazer o arrependimento como a diferenca entre
0 custo das aternativas e 0 custo minimo.

9.2.5 Comparacéo Final

N&o hé& raz&o alguma para que todos os critérios mostrados anteriormente fornecam solucfesiguais. A
escolha do critério a ser adotado depende de sensibilidade do analista e das condicdes especificas do
problema. No exemplo, os resultados foram os seguintes.

Critério Auto-radio selecionado

Maximin GL
Maximax LS
Hurwicz LS

Savage LS

No caso, a dternativa LS parece ser a melhor, j& que foi escolhida segundo o maior nimero de
critérios e, mesmo segundo o critério sob 0 qual foi selecionado outra alternativa, a diferenca no lucro
para o modelo GL € pequena (25 contra 26).

O grande valor desses critérios esta no fato de que eles procuram tornar objetivo um processo de
deciséo por natureza subjetivo, em face das incertezas que caracterizam os eventos.
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